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PREFACIO

Ha uma crenca silenciosa, quase nunca questionada, que atravessa a forma como
aprendemos matematica desde cedo: a de que os niimeros sdo entidades estaticas,
isoladas, completamente conhecidas — e que o mistério, quando existe, esta sempre

em algum lugar distante, sofisticado, inacessivel.
Este livro nasce da suspeita oposta.

Ele parte da ideia de que o mistério nao esta nos nimeros, mas na forma como

olhamos para eles.

Durante décadas — em alguns casos, séculos — matematicos e fisicos observaram
sequéncias numéricas com instrumentos extremamente refinados: teoremas profun-
dos, técnicas assintéticas, conjecturas poderosas. Ainda assim, certos comportamen-
tos coletivos permaneceram invisiveis. Nao por falta de inteligéncia ou rigor, mas por
algo mais simples e mais desconfortavel: a régua usada para observar era inade-

quada ao fendmeno.

Este livro é sobre isso. Sobre o que acontece quando mudamos a forma de observar.

CAOS NAO E AUSENCIA DE ORDEM

A palavra caos costuma ser associada a desordem, ao ruido, a auséncia de estrutura.
Mas, na ciéncia moderna, caos significa algo mais preciso: um sistema deterministico

cujo comportamento global nao é evidente a partir de suas regras locais.
Em outras palavras, o caos ndo nega a ordem. Ele a esconde.

Ao longo destas paginas, ndo buscamos “domar” o caos nem impor regularidade
onde ela nio existe. O que fazemos é mais modesto — e, por isso mesmo, mais reve-

lador: mudamos o ponto de vista.

Niao adicionamos aleatoriedade. Nao ajustamos parametros para obter graficos

ii
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bonitos. Néo introduzimos hipdteses externas.

Tudo o que aparece aqui emerge de estruturas aritméticas elementares, observadas

de maneiras diferentes.

A IDEIA CENTRAL: OBSERVAR E ESCOLHER UMA ESCALA

Um dos conceitos mais importantes deste livro pode ser expresso de forma simples:
A forma como observamos um sistema determina quais estruturas se tornam visiveis.

Na aritmética, estamos acostumados a observar niumeros em escalas lineares:

1,2,3,4,5,6,...

Essa escolha parece natural — quase inevitavel. Mas ela nao é neutra.

Quando mudamos o regime de observacao, certos padrdes desaparecem, enquanto
outros emergem com clareza surpreendente. Nao porque o sistema mudou, mas por-

que o observador mudou.

Este livro explora exatamente esse deslocamento: o que surge quando abandona-
mos a régua padrido e passamos a observar os nimeros em escalas mais proximas de

sua estrutura interna.

@) QUE ESTE LIVRO FAZ — E O QUE ELE NAO FAZ

E importante ser claro.

Este livro nao propde uma nova teoria dos nimeros. Ele ndo apresenta conjecturas
a serem provadas. Ele nao substitui livros formais de matematica ou fisica matema-

tica.

Ele é uma preparacao do olhar. Um preladio para o reconhecimento de que a arit-

mética possui uma integridade que nao depende de nos.
O que ele faz é diferente.

Aqui vocé encontrara:

« construcgdes simples, passo a passo;
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« experimentos numéricos reproduziveis;
« visualizac¢oes claras;

« e, acima de tudo, observacdes.

Este é um livro de escuta, nido de imposicdo. Nada é afirmado antes de ser visto.

Quando falamos em “ordem”, falamos de algo que emerge, nio de algo que é co-

locado a forga.

PARA QUEM E ESTE LIVRO

Este livro foi escrito para leitores curiosos, ndo para especialistas isolados.

Ele é acessivel a:

estudantes do ensino médio com interesse genuino por matematica ou fisica;

« graduandos que desejam enxergar além das férmulas;

professores em busca de novas formas de apresentar conceitos profundos;

« leitores que apreciaram livros como A Miisica dos Niimeros Primos e querem ir

um pouco além.

Nenhum conhecimento prévio de teoria do caos, matrizes aleatorias ou estatistica
avancada é exigido no inicio. Essas ideias aparecem quando se tornam necessarias,

e nao antes.

UM CONVITE, NAO UMA CONCLUSAO

Este livro nao pretende encerrar debates. Ele pretende abri-los.

Ao longo da leitura, vocé vera surgir padrdes que ndo estavam onde esperavamos.
Vera o caos perder sua opacidade e a ordem aparecer sem ser anunciada. E, talvez,

percebera algo ainda mais fundamental:

a matematica nao muda — quem muda é o observador.
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Se, ao final, vocé sair com mais perguntas do que respostas, o livro cumpriu seu
papel.
Porque descobrir o caos nos nimeros nao é encontrar desordem. E aprender onde

— e como — a ordem decide se revelar.

UM ACORDO COM O LEITOR

Este ndo é um livro para ser apenas lido.

Ele foi concebido como um livro-experiéncia. As ideias apresentadas aqui nao pe-
dem aceitacdo, pedem verificagao. Por isso, o leitor é convidado — e, em certo sentido,

convocado — a executar os experimentos descritos ao longo do texto.
Nada precisa ser instalado. Nenhum software proprietario é exigido.

Todos os codigos associados ao livro podem ser executados diretamente no Google
Colab, em um ambiente ja configurado para esse fim. Basta abrir o notebook indicado

e executar as células, na ordem proposta.
Este gesto é parte do contetdo.

Sem a execugio, o livro permanece incompleto. Com ela, as afirmacdes deixam de

ser narrativas e passam a ser registros observaveis.

POR QUE ISSO £ ESSENCIAL

O fendmeno central discutido neste livro néo se revela por argumentos retéricos, nem

por manipulacio simbdlica isolada. Ele se manifesta quando:

« um sinal aritmético é construido;
« um operador ¢ aplicado;
« a escala de observacao € alterada;

« e 0 espectro resultante é efetivamente calculado.

Essas etapas ndo sdo ilustrativas. Elas sdo o experimento.

Executar o c6digo nio é um apéndice técnico — é o proprio método de leitura.
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COMO LER ESTE LIVRO

A forma recomendada é simples:

—_

. leia a se¢do conceitual;

2. abra o notebook correspondente;
3. execute;

4. observe;

5. s entdo avance.

O tempo investido nessa pratica nio ¢ um desvio do texto. E o caminho pelo qual

o texto se realiza.
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O COMPROMISSO

Este livro assume que o leitor aceita um compromisso minimo:
ndo confiar no que é dito sem ver o que acontece.

Se esse acordo lhe parecer excessivo, este talvez nio seja o livro certo — e isso esta

tudo bem.

Mas se vocé aceita a ideia de que compreender é, as vezes, executar, entio este

livro foi escrito exatamente para vocé.

A régua esta na sua mesa.
O sistema esta em siléncio.

Vamos comecar.



NOTA AO LEITOR

Este texto ndo é um artigo cientifico, nem um tratado formal no sentido classico.

Ele é o registro de uma descoberta estrutural: a constatacdo de que a arit-
mética dos nimeros primos, quando observada sob uma régua geométrica adequada,
exibe, sob condicoes explicitamente controladas, regimes espectrais estaveis
compativeis com estatisticas da Teoria das Matrizes Aleatorias (RMT), sem que

isso implique universalidade global fora desse regime.

Neste trabalho, o foco nédo é a validade global de estatisticas RMT em espectros
arbitrarios, mas a emergéncia de regimes estatisticos sob alinhamento estrutural con-

trolado.

O leitor nao é convidado a aceitar conclusdes por autoridade, mas a reproduzir,

observar e decidir.
O percurso é experimental, nao retorico.

Nada aqui exige crenca. Tudo exige atencao.

X



NoTA EDITORIAL SOBRE 0S REGISTROS COM-

PUTACIONALIS

Os registros computacionais apresentados ao longo deste livro nao devem ser in-
terpretados como material suplementar, exemplos ilustrativos ou apéndices

didaticos.
Eles cumprem uma funcéo editorial e epistemoldgica precisa.

O corpo do livro estabelece uma estrutura matematica e conceitual completa, com
implicacdes operacionais claramente delimitadas. Os notebooks ndo ampliam essa
estrutura, ndo introduzem novos argumentos e nao corrigem lacunas tedricas. Sua

funcao ¢ distinta: demonstrar executabilidade.
Em termos claros:
« o argumento é desenvolvido integralmente no texto;
- a validade néo repousa na autoridade do autor;

« a verificagdo repousa na possibilidade de execugao independente.

Os registros computacionais existem para que o leitor possa repetir, alterar, per-
turbar e verificar os procedimentos descritos, utilizando ambientes neutros e publi-
cos, sem dependéncia de infraestrutura privilegiada, credenciamento institucional ou

confianca prévia.
Nao se trata de “dados anexos”. Trata-se de rastros operacionais.
Esses rastros fixam um critério objetivo:
- se a estrutura apresentada é correta, ela permanece estavel sob execucao direta;

« se nao for, nenhuma formulacao tedrica é capaz de sustenta-la.
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Por essa razao, os notebooks nio sio citados como evidéncia externa, nem como
validacdo posterior. Eles funcionam como instrumentos de verificacao indepen-

dente, colocados a disposicido do leitor apds o encerramento do percurso conceitual.

O livro termina quando a régua esta posta. Os registros computacionais existem

apenas para que qualquer leitor possa verificar, por si mesmo, que ela ndo se move.
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1. O Um

Antes do dois, ndo havia niimero.
Havia apenas o Um — indivisivel, silencioso e suficiente.

— Fragmento atribuido a escola pitagorica

Antes de qualquer nimero, ha um gesto.

Contar nio é uma operacio abstrata. E um ato fisico e mental: repetir algo que ja
existe. Tudo o que chamamos de nimero nasce da repeticdo de uma unica entidade

—oUm.

Quando escrevemos a sequéncia dos nimeros naturais,

1,2,3,4,-

o que estamos realmente fazendo é repetir o 1 em intervalos iguais. O dois é a
primeira repeticdo explicita do Um. O trés é trés “uns”. O quatro é o mesmo gesto

reiterado mais uma vez.

Nesse sentido, o 1 ndo é apenas o primeiro numero da sequéncia. Ele é aquilo
que torna a sequéncia possivel. Sem o Um, nao ha contagem. Sem contagem, ndo ha

aritmética.

Essa ideia — antiga, quase esquecida — era central para os pitagoéricos. A Ménada
nao era vista como um numero entre outros, mas como o principio silencioso a partir

do qual todos os outros emergem.

Este livro comeca exatamente ai.
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CONTAR E REPETIR

Quando comecamos a contar, ndo fazemos perguntas sofisticadas. Apenas avanca-

mos:

1 >2 >3 >4 —>--

Esse avanco parece trivial, mas ele carrega uma decisao implicita: tratamos todos
os passos como equivalentes. Cada unidade adicionada é idéntica a anterior. Essa

regularidade cria a ilusdo de que a sequéncia inteira é homogénea.
Ela néo é.

Mesmo em uma reta construida apenas pela repeticio do Um, surgem diferencas
internas. Algumas entidades resistem a decomposicdo. Outras existem apenas como
combinacdes das primeiras. Sdo essas diferengas que, mais adiante, dardo origem a

estrutura que queremos observar.
Mas ainda néo é hora de falar disso.

Antes de distinguir, é preciso olhar.

A PRIMEIRA DOBRA

Considere a reta numérica que vai de 1 até algum valor x. Agora faca algo extrema-

mente simples: dobre essa reta ao meio, no ponto x/2.

Essa operagdo ndo exige nenhum conhecimento técnico. E apenas uma divisao do
intervalo observado em duas metades: a primeira metade, de 1 até x/2; e a segunda

metade, de x/2 até x.

Essa dobra — aparentemente ingénua — revela algo importante quando observa-

mos 0s numeros primos.

Os primos que aparecem na primeira metade do intervalo ainda sdo capazes de
gerar novos numeros compostos dentro do intervalo completo. Seus multiplos conti-

nuam “atuando” sobre a reta observada. Eles estruturam.

Os primos que aparecem na segunda metade ja ndo conseguem fazer isso. Qualquer
multiplo deles ultrapassa o limite x. Eles ndo criam novos compostos ali. Eles apenas

ocupam posi¢cdes que restaram vazias. Eles estabilizam.
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Essa separacdo nao é artificial. Ela surge automaticamente a partir da dobra. Sem

imposicao, sem ajuste.

Do1is PAPEIS, UMA UNICA ORIGEM

A partir desse gesto, os primos passam a desempenhar dois papéis complementares:

« Estruturadores (75(x)): os primos da primeira metade, que ainda participam

ativamente da construcdo dos compostos;

« Estabilizadores (7y(x)): os primos da segunda metade, que apenas preenchem

lacunas.

Ambos nascem do mesmo processo: a repeticio do Um. Nenhum deles é especial

por si s6. O que muda é onde estdo quando observamos.

Essa distin¢cdo ndo depende de teoria avancada. Ela depende apenas da posigao

relativa dos nimeros quando escolhemos um ponto de observacao.

O que importa aqui ndo é o valor absoluto, mas a relacio.

O EXPERIMENTO MINIMO

Neste ponto, o livro pede um unico gesto ao leitor: executar o primeiro notebook

(01_o_um. ipynb).

S0 Open in Colab

Nada precisa ser entendido de antemao. Basta executar.

Ao visualizar os primos até um certo valor N, coloridos conforme seu papel relativo

a dobra em N /2, algo se torna evidente: a estrutura se mantém quando a escala muda.
Aumente N. Dobre novamente. Observe.
Os padrdes nao desaparecem. Eles se reproduzem de forma estavel.

Nada novo ¢é adicionado ao sistema. A informacao da primeira metade se reflete
na segunda por meio da estrutura dos compostos. O sistema nao importa ordem de

fora. Ele se organiza a partir do que ja esta la.


https://colab.research.google.com/github/costaalv/descobrindo_caos/blob/main/notebooks/01_o_um.ipynb
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O QUE NAO ESTA ACONTECENDO AQUI

E importante dizer explicitamente o que este capitulo néo faz.

Aqui néo ha:

hipodteses probabilisticas;
« modelos estatisticos;

- aproximacoes assintoticas;

argumentos retoricos.

Nao ha caos. Nao ha ordem emergente. Nao ha espectro.
Ainda nao.

Tudo o que fizemos foi contar, dobrar e observar.

UM SILENCIO NECESSARIO

O papel do Um, até aqui, é curioso.

Ele sustenta toda a construcdo, mas ndo participa diretamente das relacdes que
comecam a surgir. Quando olhamos para conexdes, estruturas e papéis, o 1 parece

desaparecer. Ele ndo se conecta. Ele nao estrutura. Ele nao estabiliza.
E, no entanto, nada disso existiria sem ele.
Esse paradoxo nao sera resolvido agora. Ele sera apenas respeitado.

O Um néo entra na relacdo. Ele a sustenta.

ENCERRAMENTO DO PRIMEIRO GESTO

Este capitulo nao conclui nada. Ele apenas coloca a régua sobre a mesa.

Nos capitulos seguintes, transformaremos essa observagao qualitativa em um sinal
explicito. Mediremos o desbalanceamento entre os dois papéis. Construiremos um

operador. Mudaremos novamente a escala.

Mas tudo o que vira depois depende deste gesto inicial simples e silencioso:
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repetir o Um, dobrar a reta, e olhar com atencgao.

Antes de qualquer caos, ha apenas isso.



PoNTO DE REPOUSO

O gesto da dobra separa os papéis funcionais dos primos de forma inequivoca.
Abaixo de x/2, os primos geram multiplicidade e compdem a malha estrutural dos
compostos. Acima desse limiar, ocupam a reta sem produzir novos vinculos,

estabilizando o sistema.

O sistema aritmético nédo se organiza como uma sucessdo de pontos isolados, mas
como uma tensio entre estrutura e equilibrio. O ponto x/2 marca a fronteira
funcional onde a geracdo de multiplicidade se extingue, sem que a coeréncia da reta

seja perdida.

A Unidade permanece como ancora. Ela permite que essa dobra seja observada sem

fragmentacéo, fixando o sistema no intervalo [1, x] como um todo coerente.



2. O PuLso pos PriMmos

A harmonia consiste em uma mistura de opostos.

— Heraclito

DA DOBRA A MEDIDA

No capitulo anterior, realizamos um gesto simples: dobrar a reta numérica no ponto
x/2. Nada além disso.

Esse gesto, aparentemente elementar, revelou algo decisivo: ao dividir o intervalo
observado em duas metades, os numeros primos passam a desempenhar papéis dis-
tintos, ndo por sua natureza intrinseca, mas por sua posicao relativa ao ponto de

observacao.

Na primeira metade, os primos ainda participam ativamente da formacao dos na-

meros compostos. Na segunda, ja ndo o fazem.

Essa distin¢do ndo foi imposta por teoria alguma. Ela emergiu diretamente da

contagem e da dobra.
O préximo passo natural ndo é interpretar essa diferenca, mas medi-la.

Se existem dois papéis complementares atuando simultaneamente, é legitimo per-

guntar: qual deles predomina em cada instante da observacao?

ESTRUTURA E ESTABILIZACAO

Chamemos de estruturadores os primos que se encontram na primeira metade do

intervalo observado. Por estarem em [1, x/2], seus multiplos ainda cabem em [1, x|,
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e é por meio deles que os niimeros compostos se formam.

Chamemos de estabilizadores os primos que se encontram na segunda metade,
em (x/2,x]|. Esses primos ja ndo produzem novos compostos dentro do intervalo
observado. Eles ocupam posicdes que nao foram preenchidas pela acdo dos estrutu-

radores.
Esses dois papéis nao sdo identidades fixas. Sdo fun¢des transitorias.

A medida que o intervalo cresce, um primo que hoje estabiliza passara, amanha, a
estruturar. A sequéncia dos primos nio é estatica: ela carrega consigo uma dinamica

interna de redistribui¢do de funcoes.

E essa dindmica — e ndo a existéncia isolada de primos — que comega a revelar a

complexidade do sistema.

UMA FUNCAO ARITMETICA DE CONTRASTE

Para observar essa dindmica, precisamos de um instrumento simples, direto e intei-

ramente aritmético.

Definimos a funcdo 7(x) como a contagem exata de primos menores ou iguais a

x. Com ela, podemos quantificar:

« o numero de primos estruturadores: 7 (|x/2]);

« o numero de primos estabilizadores: 7(x) — 7 (|x/2]).

A diferenca entre essas duas quantidades define uma funcéao aritmética natural de

contraste:

Bnlx) = () - 27(| ).

Essa funcdo ndo prevé, ndo ajusta e ndo suaviza nada. Ela apenas mede, a cada

valor de x, qual dos dois papéis predomina.

Quando A, (x) é positivo, ha mais estabilizadores do que estruturadores. Quando
¢ negativo, a capacidade de estruturacdo domina. Quando se anula, ha um equilibrio

momentaneo.

Nada além disso ¢é afirmado aqui.
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O pPULSO

Ao calcular A, (x) ao longo da reta numérica, algo inesperado acontece.
O valor nao cresce suavemente, nem decai monotonamente. Ele oscila.

Essas oscilacoes ndo sao aleatoérias. Elas seguem um padrao irregular, mas per-
sistente, que se repete a medida que a escala aumenta. Apo6s os primeiros valores,
observa-se uma predominéancia clara da fase negativa — sinal de que, em média, a

estrutura supera a estabilizac3o.

Essa predominancia negativa é o registro aritmético do fato de que os primos
tornam-se mais esparsos a medida que avancamos: a primeira metade sempre tera

acumulado mais potencial estruturante do que a segunda metade consegue equilibrar.

Esse comportamento pode ser descrito como um pulso observacional: uma al-
ternancia mensuravel entre duas forcas complementares, derivadas exclusivamente

da contagem dos primos.

Nao ha aqui estatistica, espectro ou caos no sentido técnico. Ha apenas um sinal

discreto, obtido sem aproximagdes.

O REGISTRO VISUAL

Neste ponto, a abstracdo da formula deve ceder lugar a evidéncia visual.

O Notebook 02 (02_pi_e_delta_pi.ipynb) foi desenhado para este fim.

0 Open in Colab

Ao executa-lo, vocé vera o grafico de A,(x) emergir. Observe a natureza do sinal:
ele é um sinal em escada discreta, seco e implacavel. Observe como as forgas azuis
(estrutura) e laranjas (estabilizagao) disputam o dominio da reta numérica. Nao ha
curvas suaves aqui, apenas o registro bruto de cada novo primo que entra no sistema,

alterando o equilibrio entre estruturadores e estabilizadores.

Aumente o intervalo. Note como as oscila¢des parecem ganhar uma "textura". O
que antes parecia um erro de contagem revela-se um padrao de alternancia. E este o

sinal que chamamos de pulso.


https://colab.research.google.com/github/costaalv/descobrindo_caos/blob/main/notebooks/02_pi_e_delta_pi.ipynb
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O pAPEL DO UM

E impossivel ndo notar um aspecto curioso dessa construcio.

O valor 1 sustenta toda a sequéncia, mas nédo participa diretamente de nenhuma

das relagdes medidas por A, (x). Ele néo estrutura. Ele néo estabiliza.

O Um atua como a referéncia de fase do sistema. Ele é o elemento neutro que
permite a dobra, mas é a partir do 2 que a assimetria funcional (estruturador vs.

estabilizador) se manifesta como um sinal observavel.

A primeira relacio efetiva surge com o 2. E com ele que a duplicagio comega. E a

partir dele que a dobra passa a produzir efeitos observaveis.

Os vazios criados pela dobra sdo preenchidos em unidades de 1, mas apenas nu-

meros maiores que 1 assumem papéis estruturais dentro do sistema.

Esse fato nao ¢ interpretado aqui. Ele é apenas registrado.

UM SINAL, NAO UMA TEORIA

E fundamental manter a disciplina metodolégica.

Até este ponto:

« ndo formulamos hipoteses probabilisticas;
« nio introduzimos modelos estatisticos;
« nio recorremos a limites assintoticos;

« nio fizemos qualquer interpretacio espectral.

Construimos um funcional simples e observamos o seu comportamento.

O que aparece nao é ruido. E um sinal deterministico, nascido da regra mais elementar

da aritmética: a repeti¢do da Unidade.

PREPARACAO PARA O PROXIMO PASSO

Este capitulo encerra a fase da medida direta.
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Nos proximos capitulos, esse sinal sera:

« visualizado de forma continua;
« projetado em operadores simétricos;
- analisado sob diferentes regimes de observacao.

Nada novo sera acrescentado ao sistema. Apenas mudaremos a forma de olhar.

Mas tudo o que vira depois — inclusive qualquer leitura espectral — depende deste
pulso inicial, silencioso e incontornavel, que nasce quando dobramos a reta e conta-

mos com atencao.



PoNTO DE REPOUSO

A funcéo aritmética A,(x) = n(x) — 2 7r(x/2) ndo descreve uma distribuicdo, mas
um desbalanceamento funcional. Ela torna visivel a alternancia entre dois papéis

complementares exercidos pelos primos ao longo do intervalo observado.

Os primos nao atuam de forma homogénea. Em certos regimes, estruturam a malha
dos compostos; em outros, estabilizam a densidade da reta. Dessa alternancia

emerge um pulso, ndo como ruido, mas como expressao de uma dinamica interna.

O sistema, portanto, ndo é estatico. Ele redistribui funcdes sem perder coeréncia, e é

essa redistribuicdo — nao os valores isolados — que sustenta a estrutura observada.



3. A BuscaA PELO EQUILIBRIO

A simetria é a ideia pela qual o homem, através dos tempos,
tentou compreender e criar ordem, beleza e perfeicdo.

— Hermann Weyl

O PARADOXO DA DiviDA CRESCENTE

No capitulo anterior, observamos o pulso do sistema, A,(x). Vimos que, apds uma
breve fase inicial de euforia (valores positivos), a curva mergulha em um vale de va-

lores negativos — e esse vale parece aprofundar-se a medida que x cresce.

A primeira vista, isso soa paradoxal. Se a diferenca absoluta entre Estruturadores
(7s) e Estabilizadores (7y) cresce indefinidamente, o sistema néo estaria cada vez mais

desequilibrado? A “divida” dos primos estabilizadores nunca seria paga?

Essa impressao é apenas parcial. O aparente desequilibrio é um efeito de escala,

e nao de ruptura.

A PERSPECTIVA ADEQUADA: HARMONIA RELATIVA

Para compreender sistemas que crescem indefinidamente, nio basta observar dife-
rencas absolutas — é preciso adotar uma perspectiva relativa. Lembremos que o

numero total de primos é a soma das duas forcas:

m(x) = ms(x) + n(x)

13
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Dividindo ambos os membros por 7(x), obtemos uma identidade simples e pro-

funda, que chamamos de Identidade de Conservacao dos Primos:

_ ms(x) | an(x)
Coa(x)  a(x)

Esta equagdo nos diz que, embora as contagens absolutas variem, as fracdes de
Estruturadores e Estabilizadores sempre somam exatamente 1. Sdo duas faces de

um mesmo equilibrio dindmico.

O Teorema dos Numeros Primos garante que, a medida que x — oo, ambas as
fragdes convergem para o mesmo valor: 1/2. A estrutura e a estabilidade tornam-
se, em termos de densidade estatistica, equivalentes. Revisitando nossa medida de

tensao, A,(x), podemos reescrevé-la em sua forma normalizada:

M) () ()
a(x)  n(x)  x(x)

Se cada termo tende a 1/2, a diferenca tende a zero. A “divida” entre as duas forcas

pode crescer em termos absolutos, mas, relativamente ao todo, ela se dilui. O sistema,

visto sob a 6tica da proporc¢ao, caminha inexoravelmente para o equilibrio.

LABORATORIO INTERATIVO: A CONVERGENCIA

O Notebook 03 (03_busca_equilibrio. ipynb) documenta experimentalmente

esta transicao.
0 Openin Colab

Ao executa-lo, o leitor observara dois fendmenos simultineos:

« A Atracao da Simetria: As curvas de densidade de Estruturadores e Estabili-

zadores aproximam-se da linha critica de 1/2.

« O Amortecimento: A oscilacdo relativa, intensa nos valores iniciais, perde

amplitude e converge para o zero.


https://colab.research.google.com/github/costaalv/descobrindo_caos/blob/main/notebooks/03_busca_equilibrio.ipynb
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UM S1sSTEMA QUANTICO DISFARCADO?

As oscilagdes de A,(x)/7(x) lembram o comportamento de um sistema quantico re-
laxando em direcao ao equilibrio. As duas forcas — Estruturadora e Estabilizadora
— comportam-se como estados de um sistema de dois niveis, trocando energia até a

simetria se restabelecer.

Uma mudancga adequada de escala desempenha um papel analogo ao de um tempo
interno, em que o caos inicial da lugar a ordem espectral. Visto sob essa lente, a
reta numérica ndo é estatica — é um campo oscilatério cuja harmonia final emerge

exatamente do conflito que a gerou.

O que parecia um descompasso infinito revela-se, afinal, uma harmonia que cresce

com a propria escala. O caos inicial ndo é erro — é o preco da expansao.



PoNTO DE REPOUSO

A tensdo A,(x) ndo é uma grandeza absoluta. Ela s6 adquire significado quando
observada em relacdo a massa total de primos 7(x), que define a escala natural do

sistema.

Quando normalizada dessa forma, a dinamica interna revela um comportamento
inequivoco: a redistribui¢do funcional nado diverge, mas converge para um regime
estavel, no qual os papéis estruturador e estabilizador ocupam proporcdes

simétricas.

O equilibrio aqui nao é auséncia de movimento, mas o regime para o qual o movimento

converge.



4. O ESPECTROMETRO HARMONICO

A estrutura revela-se quando
escolhemos a representacdo correta.

— Hermann Weyl

DO SINAL A ESTRUTURA

Nos capitulos anteriores, identificamos um objeto central: o sinal aritmético A, (x).

Ele mede, ponto a ponto, o desbalanceamento entre dois papéis funcionais dos
primos — estruturar e estabilizar — como observado no Capitulo 2, ao longo da reta
numérica. Esse sinal revelou um comportamento oscilatorio persistente, que chama-

mos de pulso.
Mas ha um limite intrinseco ao que um sinal unidimensional pode revelar.

Um pulso indica que algo acontece. Ele ndo descreve a forma completa do aconte-

cimento.

Se desejamos compreender correlacdes internas e padrdes globais, precisamos aban-
donar a leitura puramente sequencial e projetar o sinal em uma estrutura onde inter-

feréncias possam ocorrer.

Em termos matematicos: um sinal unidimensional pode ser medido; uma

estrutura exige projecao.

E esse salto de regime que marca o inicio desta parte do livro.

17



4. O Espectrometro Harmonico 18

A NECESSIDADE DE UM OPERADOR

Autovalores, modos coletivos e regularidades espectrais ndo pertencem a fungdes iso-

ladas. Eles pertencem a operadores.

Para extrair informacao estrutural do pulso A,(x), ndo basta suaviza-lo, acumula-
lo ou reescala-lo. E necessario coloca-lo em interagdo consigo mesmo — construir um
objeto bidimensional capaz de registrar correlacdes cruzadas entre diferentes pontos

da reta numérica.
Esse objeto sera uma matriz.

Niao uma matriz estatistica, nem uma matriz aleatdria, mas um operador determi-

nistico, construido exclusivamente a partir de:
« contagem exata de primos;
- mudanca explicita de escala;
« simetrizacgdo estrutural.

O que buscamos néo é previsdo, mas observabilidade.

DEFINICAO DO OPERADOR HARMONICO

Definimos o operador M por seus elementos M;;:

M;; = cos(A,T(xi) ln(xj)) + cos(A,,(xj) ln(xi)).

Cada termo dessa expressao tem uma funcio precisa:

A,(x) fornece o sinal aritmético;

In(x) ajusta a escala de observacéo;

« 0 cosseno converte o produto em fase harmonica;
« a soma garante simetria explicita.

Nada é ajustado, filtrado ou normalizado neste estagio além do que é estrutural-

mente necessario.

O operador ¢é definido — néo calibrado.
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A ESCALA ADEQUADA

Os numeros primos sdo entidades essencialmente multiplicativas. Sua densidade de-

cai segundo uma lei logaritmica, como estabelece o Teorema dos Numeros Primos.

Observar a aritmética em escala linear é conveniente, mas nao neutro. A escala

linear distorce relacdes que sdo naturalmente multiplicativas.

O uso do logaritmo nio é uma escolha estética. E uma exigéncia de compatibilidade

estrutural.

O fator In(x) atua como uma lente: ele reexpressa a reta numérica em uma escala
onde as relacdes internas dos primos tornam-se comparaveis e estaveis ao longo do

dominio observado.

Sem essa lente, o operador perde coeréncia. Com ela, o operador torna-se obser-

vavel de forma estavel.

O KERNEL HARMONICO

O cosseno desempenha um papel duplo.

Primeiro, ele transforma o produto A,(x) In(x) em uma oscilacéo limitada, tradu-

zindo a tensao aritmética em fase.

Segundo, por ser uma fungao par, ele elimina a distingdo entre sinais opostos. O

operador nido mede direcido — mede intensidade de correlagao.
Valores positivos e negativos contribuem igualmente para o operador.

O objetivo aqui nao é rastrear flutuacoes locais, mas permitir a observagao de pa-

droes globais.

SIMETRIA E OBSERVABILIDADE

O operador é construido de forma explicitamente simétrica:

Mi' = M]l

Essa escolha nao é técnica, mas conceitual.
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Na matematica, operadores simétricos possuem uma propriedade fundamental: to-

dos os seus autovalores sao reais.

Essa condicédo assegura que o espectro do operador vive inteiramente na reta real,

tornando-o adequado a analise espectral.

Estamos, portanto, construindo um operador aritmético cuja estrutura espectral

pode ser investigada de forma rigorosa.

O operador M nio é alimentado por uma versdo normalizada de A,, mas pelo sinal

bruto de sua divergéncia acumulada.

S&o os degraus discretos de 7(x)—2 7(x/2), enquanto eventos aritméticos globais,

que geram coeréncia espectral sob projecao.

A estatistica emergente nao decorre de flutuacdes relativas, mas da geometria des-

continua da contagem de primos.

Nada além disso ¢é afirmado neste estagio.

O LABORATORIO VISUAL

O Notebook 04 (04_operador_M. ipynb) implementa diretamente o operador M
e permite visualizar sua estrutura como um mapa de calor, para diferentes escalas

iniciais Xj.
£ Open in Colab

Ao executa-lo, observe atentamente:

« Em escalas pequenas, o operador apresenta aspecto irregular, fragmentado e

ruidoso.
« A medida que X, aumenta, padrdes geométricos comecam a surgir.
« A aparéncia fragmentada inicial da lugar a regides visualmente organizadas.

Nenhuma transformacao adicional é aplicada. A Unica variavel é a escala.

A visualizacao nao prova nada. Ela apenas indica que uma organizacao nio trivial

esta presente.


https://colab.research.google.com/github/costaalv/descobrindo_caos/blob/main/notebooks/04_operador_M.ipynb
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DELIMITACAO DO ESCOPO

Neste capitulo, realizamos uma transi¢ao fundamental:

« do sinal para o operador;
« da sequéncia para a geometria;

« da contagem para a estrutura.

O espectrometro esta construido.

Nos proximos capitulos, abandonaremos a inspecdo visual e aplicaremos ferra-
mentas formais de analise espectral — autovalores, espacamentos e modos proprios

— para quantificar regularidades espectrais, se presentes.

Nada sera acrescentado ao sistema.



PoNTO DE REPOUSO

Até este ponto, apenas o essencial foi estabelecido.

Um operador deterministico foi construido a partir de A,(x).

Nenhuma estatistica foi calculada.
Nenhuma hipétese espectral foi assumida.

Apenas a estrutura geométrica do operador foi examinada.

O espectrometro esta definido.

A analise ainda ndo comecgou.



5. A MECANICA DO ESPECTRO

Autovalores nao sao propriedades dos niimeros,
mas dos operadores.

— John von Neumann

RECAPITULACAO OPERACIONAL

Nos capitulos anteriores, foi construido um operador deterministico M a partir do

sinal aritmético A,(x) e de uma mudanca explicita de escala logaritmica.

Esse operador foi introduzido como objeto geométrico e visual, sem qualquer ana-

lise espectral.

O objetivo deste capitulo é descrever formalmente os elementos basicos da ana-

lise espectral aplicada ao operador M, em um regime completamente controlado.

Nada novo sera introduzido. Apenas ferramentas necessarias serdo definidas.

UM DOMINIO FINITO E CONTROLADO

Antes de avancar para escalas grandes, é instrutivo trabalhar em um dominio pe-

queno, onde todos os objetos possam ser inspecionados diretamente.

Neste capitulo, fixamos:

N =32,

e consideramos o dominio discreto

23
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x €{1,2,...,32}

Essa escolha nao possui significado tedrico. Ela permite apenas que todos os com-

ponentes do operador sejam explicitamente calculados e examinados.

PREPARACAO DOS DADOS DE ENTRADA

O Notebook 05 (05_mecanica_espectro.ipynb) inicia gerando, para cada x <
32:

« o valor do sinal aritmético A,(x);

« o valor correspondente de In(x).

0 Openin Colab

Esses dados constituem os Unicos insumos do operador. Nenhuma filtragem, sua-

vizacdo ou normalizacao adicional é aplicada.

CONSTRUCAO EXPLICITA DO OPERADOR

Com os vetores A, (x) e In(x) definidos, o operador M é construido diretamente pela

formula:

M;; = cos(A,r(x,-) ln(xj)> + cos(Aﬂ(xj) ln(xi)).

Para N = 32, isso resulta em uma matriz real, simétrica, de dimens3o 32 x 32.

O mapa de calor apresentado no Notebook 05 permite visualizar a organizacao

interna do operador nesse regime finito.

Nenhuma interpretacdo é associada a essa visualizagdo. Ela apenas confirma que

o operador esta bem definido e estruturalmente néo trivial.


https://colab.research.google.com/github/costaalv/descobrindo_caos/blob/main/notebooks/05_mecanica_espectro.ipynb
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AUTOVALORES E AUTOVETORES: DEFINICOES MINIMAS

Seja M uma matriz real e simétrica.

Um numero real A é chamado autovalor de M se existir um vetor ndo nulo v tal

que:

My = Av.

O vetor v correspondente é chamado autovetor.

Esses objetos nao sdo introduzidos como analogias fisicas. Eles constituem a de-

composicdo candnica de operadores simétricos em espagos reais.

O ESPECTRO DO OPERADOR EM DIMENSAO FINITA

O Notebook 05 calcula explicitamente:

« o0 conjunto completo de autovalores de M;

« 0s autovetores associados.

Para N = 32, o espectro é discreto e finito. Todos os autovalores sdo reais, como

garantido pela simetria do operador.

A ordenacdo desses autovalores e a inspecdo dos autovetores permitem verificar

que:

« o operador admite uma base espectral completa;

« diferentes modos espectrais correspondem a diferentes padroes de distribuicdo

nos indices i.

Neste ponto, nenhuma estatistica é calculada. Nenhuma regularidade é postulada.

LIMITES DO REGIME FINITO

A analise em N = 32 nio tem como objetivo revelar leis universais. Ela serve para:



5. A Mecanica do Espectro 26

« fixar defini¢des;
« validar a construcdo do operador;

- estabelecer o vocabulario espectral que sera usado adiante.

O comportamento relevante do espectro nao se manifesta plenamente em dominios

tdo pequenos.

Para isso, sera necessario estudar:

« avariacdo do espectro com o tamanho do dominio;

« a dependéncia em relacéo a escala inicial Xj,.

DELIMITACAO DO ESCOPO

Neste capitulo:

o operador M foi diagonalizado explicitamente;
. autovalores e autovetores foram definidos e calculados;

« nenhuma estatistica espectral foi analisada;

nenhuma hipétese universal foi formulada.

O operador permanece inalterado. A mudancga ocorrera exclusivamente no regime

de observacao.



PoNTO DE REPOUSO

Até este ponto, a analise espectral foi introduzida formalmente. O operador foi

estudado em dimensao finita. Todas as ferramentas necessarias estdo agora

definidas.

No proximo capitulo, essas ferramentas serdo aplicadas de forma sistematica a
dominios crescentes, permitindo observar como o espectro do operador responde a

mudanca de escala.

Nada sera assumido. Tudo sera medido.



6. EstAaTisTiICAS ESPECTRAIS E REGIMES

DE EscALA

A informagdo relevante ndo esta nos niveis,
mas nos intervalos entre eles.

— Freeman Dyson

INTRODUCAO OPERACIONAL

Nos capitulos anteriores, foi construido um operador deterministico M e foi introdu-

zida sua decomposicdo espectral em regimes finitos.

Neste capitulo, o foco se desloca do valor individual dos autovalores para as rela-

cOes estatisticas entre eles.

O objetivo é definir e aplicar medidas que permitam caracterizar o comportamento
coletivo do espectro do operador M quando o dominio é ampliado e quando a escala
inicial Xj, que entra explicitamente na defini¢do do operador, é deslocada ao longo da

reta numérica.

Nenhuma hipétese de universalidade é assumida. As ferramentas sao introduzidas

antes de qualquer interpretacao.

DO ESPECTRO DISCRETO AO REGIME ESTATISTICO

Em dimensao finita, o espectro de M consiste em um conjunto discreto e ordenado de

autovalores reais:

28
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M<Ah < <A,

A medida que N cresce, torna-se natural investigar nio apenas os valores absolutos
desses autovalores, mas também a estrutura estatistica dos espacamentos entre

eles.

Essas relacdes sdo sensiveis a correlagdes internas do operador e constituem o ob-

jeto central da analise a seguir.

ESPA(;AMENTOS NORMALIZADOS

Definimos os espacamentos consecutivos:

S = Aiy1 — Ai.

Para permitir comparacio entre diferentes escalas e tamanhos de matriz, os espa-

camentos sdo normalizados pela média local:

« Si
Si = ——

(s)

A distribuicdo empirica desses valores fornece uma primeira caracterizacio esta-

tistica do espectro.

Neste ponto, nenhuma forma tedrica é postulada.

A DISTRIBUICAO DOS ESPACAMENTOS P(s)

A funcéo P(s) é definida como o histograma dos espacamentos normalizados §;.

Ela descreve a frequéncia relativa de diferentes separagdes entre autovalores con-
secutivos e permite distinguir entre regimes com ou sem correlacdo espectral signifi-

cativa.

O Notebook 06 (06_regimes_de_escala_e_estatisticas_espectrais.ipynb)

calcula P(s) para diferentes valores de N e X,, mantendo fixa a defini¢do do operador.

0 Openin Colab
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A distribuicdo observada sera analisada apenas de forma comparativa nos capitulos

seguintes.

RAZAO DE ESPACAMENTOS ADJACENTES

Para reduzir a dependéncia de reescala explicita, introduz-se a razao entre espaca-

mentos adjacentes:

min(s;, Sis1)

o max(s;, 3i+1).

Essa quantidade é limitada ao intervalo [0, 1] e permite definir uma estatistica

escalar simples, dada por:

=
<”>:—N_2;ri,

onde a soma é tomada sobre os indices i do bulk espectral, excluindo regides ex-

tremas do espectro.

O valor médio (r) fornece um indicador compacto do grau de correlagio entre

autovalores consecutivos.

Neste capitulo, essa estatistica é apenas definida como ferramenta conceitual.

VARIANCIA NUMERICA X2(L)

Uma terceira medida estatistica considera a flutua¢do do ntimero de autovalores em

intervalos de comprimento L.

Define-se >*(L) como a variancia do niumero de autovalores contidos em janelas

espectrais de comprimento L, apds normalizagdo adequada.
Essa medida fornece informacdo complementar sobre a rigidez global do espectro.

O Notebook 06 implementa somente o calculo de P(s) para uma escala estrutural
e uma observacéo de contraste. As estatisticas (r) e ¥*(L) sio introduzidas aqui como
ferramentas conceituais. Sua implementacdo operacional sera realizada em notebo-

oks posteriores.
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REGIMES DE ESCALA E PROTOCOLO EXPERIMENTAL

Todas as estatisticas introduzidas dependem de dois parametros fundamentais:

« o tamanho do operador, N;

« a escala inicial de observagao, X,.

Neste capitulo, as ferramentas estatisticas sao aplicadas sistematicamente para in-

vestigar como o espectro de M responde a variacao desses parametros.

Nenhuma interpretacio é associada aos resultados neste ponto. O foco permanece

na definicdo do protocolo e na consisténcia das medigoes.

Ressalta-se que eventuais regularidades estatisticas observadas ndo sao atribuidas
a propriedades intrinsecas da sequéncia aritmética, mas ao operador construido a

partir dela.

DELIMITACAO DO ESCOPO

Neste capitulo:

foram introduzidas estatisticas espectrais fundamentais;

as medidas foram aplicadas ao operador M;
« a dependéncia em relacdo a N e X, foi explicitada;
« nenhuma classe universal foi nomeada;

« nenhuma explicagio fisica foi proposta.

As observagdes permanecem estritamente descritivas. O que foi construido até

aqui ndo é uma interpretacdo do espectro, mas um vocabulario para descrevé-lo.



PoNTO DE REPOUSO

Até aqui, o operador foi construido e sua decomposi¢io espectral foi formalmente
definida. As estatisticas relevantes foram introduzidas, mas o protocolo

experimental ainda ndo esta completo.

O conjunto minimo de ferramentas necessarias para confrontar o comportamento

observado com classes espectrais conhecidas encontra-se agora estabelecido.

A leitura e a interpretacdo desses resultados serdo tratadas separadamente, apenas

apoOs a execugdo sistematica das medigoes.
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7. RECONHECIMENTO DE UMA CLASSE UNIVERSAL

A matematica possui uma adequacgao inexplicavel
das estruturas da natureza.

— Eugene P. Wigner

@) QUE MUDA AO ATRAVESSAR A FRONTEIRA

Até aqui, o procedimento foi estritamente construtivo.

Um sinal aritmético foi definido, uma mudanga de escala foi fixada e um operador
deterministico M foi construido por simetrizacdo explicita. Em seguida, o espectro

desse operador foi medido e um protocolo estatistico completo foi estabelecido.

O ponto decisivo é que nada disso requereu hipoteses probabilisticas, amostragem
estocastica ou modelos aleatoérios. O operador permaneceu o mesmo. O que variou

foi apenas o regime de observagao.

Ao iniciar esta parte do livro, ocorre uma mudanga de estatuto: as estatisticas
medidas deixam de ser apenas registros descritivos e passam a ser confrontadas com

classes espectrais conhecidas.

Essa comparacgéo ndo introduz novos objetos. Ela introduz apenas um vocabulario

de reconhecimento.

CLASSES ESPECTRAIS COMO PADROES DE REFERENCIA

Em analise espectral, certas familias de operadores exibem comportamentos estatis-
ticos robustos, estaveis e recorrentes. Quando um espectro apresenta assinaturas es-
tatisticas estaveis sob variacdes de tamanho e escala, diz-se que ele é compativel com

uma classe universal.

Duas classes de referéncia serdo usadas neste capitulo:

« a classe ndo correlacionada, associada a espectros cujos espacamentos se com-
portam como variaveis aproximadamente independentes (frequentemente mo-

delada por uma lei exponencial);
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« a classe correlacionada com repulsao local, associada a espectros com supressido
de espacamentos muito pequenos e rigidez estatistica global (cujo protétipo é

o *Ensemble Ortogonal Gaussiano*, GOE).

A introducdo dessas classes ndo é uma hipotese sobre M. Ela é um instrumento

para interpretar medicdes ja realizadas.

A PRIMEIRA ASSINATURA: REPULSAO DE NIVEIS

Consideremos a distribui¢do empirica P(s) dos espagamentos normalizados, definida

no capitulo anterior.

O Notebook 07 (07 _autovalores_reconhecimento_GOE. ipynb) permite ob-
servar que, para valores suficientemente grandes de N e para escalas iniciais elevadas
Xy, a densidade empirica passa a apresentar uma caracteristica determinante: a pro-

babilidade de espacamentos muito pequenos torna-se fortemente suprimida.
S0 Open in Colab

Em termos descritivos, P(s) aproxima-se de uma forma que:

« é aproximadamente nula em s = 0;
« cresce a partir de 0 até um maximo em s > 0;

« decai para espacamentos maiores.

Esse padrao nao é compativel com espectros ndo correlacionados. Ele é a assinatura

minima de repulsao local entre autovalores.

A ESTATISTICA ESCALAR E O VALOR DE REFERENCIA

A razdo entre espacamentos adjacentes,

_ min(s;, si41)
= v
max(s;, Si+1)

produz um numero médio (r) que resume o grau de correlagio local do espectro.
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O ponto critico é que, para classes universais, (r) assume valores caracteristicos.

Em particular, para a GOE, a literatura estabelece um valor de referéncia aproxi-

madamente constante:

(r}GOE = 0.536

enquanto para espectros nao correlacionados o valor tipico é substancialmente

menor:

(Fpe = 0.386

Ao aplicar o protocolo do Notebook 07 ao operador M, observa-se que, em regi-
mes adequados de N e X, o valor medido de (r) aproxima-se sistematicamente do

valor de referéncia da classe GOE.

Essa aproximacao é robusta sob variacdes moderadas de pardmetros do protocolo
(bulk, janela logaritmica e perturbagdes numéricas minimas), indicando que néo se

trata de uma coincidéncia localizada.

RIGIDEZ GLOBAL DO ESPECTRO

A repulsdo local entre niveis é apenas uma parte da assinatura universal.

Uma segunda caracteristica, independente, é a rigidez estatistica: a flutuacido do
numero de autovalores em intervalos espectrais cresce de forma muito mais lenta do

que em espectros ndo correlacionados.

A variancia numérica >*(L), definida no capitulo anterior, mede exatamente essa

flutuacao.

O Notebook 07 demonstra que, para regimes em que P(s) apresenta supressio em
s = 0 e (r) se aproxima do valor de referéncia da GOE, a curva empirica de >?(L) aban-
dona o crescimento linear (2*(L) ~ L) — caracteristico de sistemas do tipo Poisson —

para assumir um crescimento logaritmico (Z*(L) ~ In(L)).

Essa transi¢ao constitui uma evidéncia robusta da rigidez espectral do operador M.
Ela indica que os niveis ndo apenas se repelem localmente, mas preservam correlacoes

de longo alcance que estabilizam a estrutura do sistema.
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Duas estatisticas independentes — local (P(s)) e global (X*(L)) — convergem, assim,

para o reconhecimento da mesma classe universal.

DETERMINISMO E UNIVERSALIDADE

Ha um aspecto que merece ser explicitado.

A GOE ¢ tradicionalmente introduzido como um ensemble aleatério de matrizes
simétricas reais. A universalidade observada nesse contexto refere-se ao fato de que
muitas familias de operadores, sob condi¢des amplas, exibem as mesmas estatisticas

no bulk espectral.

No presente trabalho, o operador M nio é aleatério. Ele é construido determinis-
ticamente a partir de uma funcao aritmética elementar e de uma mudanca de escala

fixa.

O ponto observado aqui é, portanto, mais restrito e mais concreto:

um operador deterministico, construido exclusivamente a partir de con-
tagem de primos e simetrizacdo, pode exibir estatisticas espectrais com-

pativeis com a classe universal GOE.

Nada além disso é reivindicado.

O que esta observacdo estabelece é um fato experimental: a classe universal pode

emergir sem que qualquer aleatoriedade externa seja injetada no procedimento.

Sempre que estatisticas da classe GOE sao mencionadas neste trabalho, elas devem
ser entendidas como emergentes de um regime estrutural especifico, caracterizado
pela preservacao de simetria e reversibilidade do operador construido, sob a escala de

observagao adequada.

Nio se reivindica aqui universalidade no sentido dindmico usual da literatura em
caos quantico, nem evidéncia de caos deterministico no sentido classico ou semiclas-

sicamente hiperbdlico.

Os resultados apresentados devem ser interpretados como um diagndstico espec-
tral de coeréncia estrutural, condicionado ao alinhamento entre a arquitetura do ope-

rador e a régua de observacdo empregada.
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PARAMETROS DO PROTOCOLO E ESTABILIDADE DO FENOMENO

Para evitar que o reconhecimento da classe universal dependa de escolhas arbitrarias,
€ necessario explicitar quais parametros do protocolo afetam o resultado e em que

sentido.

No Notebook 07 (07_autovalores_reconhecimento_GOE.ipynb), trés parametros

exercem papel dominante:

« span, que controla a extensao da janela logaritmica e, portanto, a variabilidade

interna do sinal amostrado;

« jitter, que introduz uma perturbacdo numérica minima, reduzindo efeitos

artificiais de alinhamento;

« alpha, que define o bulk analisado, minimizando efeitos de borda.
0 Open in Colab

O fendmeno relevante nao é a obtencdo de um valor exato em uma configuracéo
Unica, mas a estabilidade qualitativa das assinaturas (repulsdo local, valor de (r) e

rigidez) sob variacdes moderadas desses parametros.

Quando essa estabilidade se observa, o reconhecimento de classe deixa de ser uma

coincidéncia e passa a ser um diagnostico.

DELIMITAQAO DO QUE FOI RECONHECIDO
E essencial manter a distincdo entre trés niveis:

1. Construtivo — M foi definido por uma expressao explicita e deterministica.

2. Observacional — estatisticas espectrais foram medidas em regimes grandes de

N e em escalas elevadas Xj.

3. Classificatorio — as assinaturas medidas foram comparadas com padrdes uni-

versais conhecidos.
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O terceiro nivel néo altera os dois primeiros. Ele apenas nomeia um comporta-

mento observado.

Neste capitulo, o comportamento reconhecido é o pertencimento estatistico do

espectro do operador M, em regimes adequados, a classe universal GOE.

Observe que o operador M, ao preservar simetria e exibir retorno estrutural sob

mudanca de escala, comporta-se como um dispositivo de reflexdo aritmética.



PoNTO DE REPOUSO

Até aqui, o protocolo estatistico foi aplicado ao espectro do operador M em regimes
progressivamente ampliados.
Multiplas estatisticas independentes convergiram de forma consistente para a

mesma classe espectral.

O comportamento observado foi identificado como compativel com a classe GOE.

Nenhum novo objeto foi introduzido. Nenhuma hipoétese adicional foi assumida.

No préoximo capitulo, investigaremos como esse diagndstico se comporta sob
varreduras sistematicas de escala e sob modificacdes controladas do operador,

delimitando as condicdes minimas para a emergéncia da universalidade observada.



8. A Otica ADEQUADA: POR QUE A Es-

caLa LogariTmica E ESTRUTURAL

A geometria nado é verdadeira;
ela é conveniente.

— Henri Poincaré

Do FENOMENO A NECESSIDADE
No capitulo anterior, um fato experimental foi estabelecido com clareza:

o mesmo operador deterministico M, construido sobre a mesma regiao
aritmética, exibe estatisticas espectrais radicalmente distintas quando ob-

servado sob escalas diferentes.

A amostragem linear revelou um regime estatistico compativel com descorrelagao
local, enquanto a amostragem logaritmica conduziu sistematicamente a emergéncia

de correlacdes universais.

Esse contraste nao foi apresentado como um paradoxo, mas como um efeito otico:

duas lentes, duas leituras possiveis do mesmo objeto.

Neste capitulo, o objetivo é abandonar a metafora e responder a pergunta inevita-

vel:

por que a lente logaritmica nao é apenas eficaz, mas estruturalmente ne-

cessaria?

40
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A ESCALA COMO PARTE DO OBJETO

Até aqui, a escala foi tratada como um parametro externo: uma escolha do observador.

Esse ponto de vista é agora insuficiente.

No contexto da aritmética dos primos, a escala nao é neutra. Ela esta embutida

no proprio objeto observado.

Desde Gauss, sabe-se que a densidade média de primos em torno de x decresce

Ccomo:

1
In(x)

Isso significa que a reta numérica nao é homogeénea do ponto de vista da estrutura
prima. Regides afastadas do Um néo sdo apenas “maiores”: elas sdo estruturalmente

mais rarefeitas.

Consequentemente, uma régua linear ndo mede adequadamente esse espago. Ela
comprime regides densas e dilui regides rarefeitas, distorcendo qualquer tentativa de

leitura global.

A escala logaritmica, por outro lado, atua como uma mudanca de coordenadas
natural: ela reparametriza o eixo de forma que a variacdo média da densidade prima

se torne aproximadamente uniforme.

O PAPEL DE A,(x) SOB REPARAMETRIZACAO
O operador M néao depende diretamente de 7(x), mas de sua combinacéo oscilatoria:

Ar(x) = m(x) — 2 7(x/2).

Esse funcional captura exatamente o desvio local em rela¢do ao comportamento

médio esperado.

O ponto crucial é que:

« sob uma parametrizacdo linear restrita, A,(x) varia de forma quase mondtona

em janelas restritas;
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« sob uma parametrizacdo logaritmica ampla, A,(x) atravessa regimes com flu-

tuagoes de multiplas escalas.

Assim, a diferenca observada no espectro de M nao nasce no operador, mas na

forma como o argumento do operador percorre a estrutura aritmética.

A lente linear reduz a variabilidade efetiva do sinal. A lente logaritmica restabelece
sua diversidade de fases.

COMPLEXIDADE EFETIVA E MISTURA DE FASES

A matriz

M;; = cos (A(x;) In(x;)) + cos (A.(x;) In(x;))

é, por construgdo, simétrica e deterministica.

No entanto, o seu grau de complexidade efetiva depende da diversidade de fases

presentes nos termos A,(x;) In(x;).

« Em janelas lineares estreitas, essas fases sdo altamente correlacionadas.

« Em janelas logaritmicas amplas, ocorre uma mistura de fases comparavel

aquela observada em sistemas caoticos deterministicos.

O que o espectro “reconhece” néo é aleatoriedade, mas riqueza de interferéncia.

A universalidade ndo emerge porque o sistema é aleatdrio, mas porque ele é sufi-

cientemente complexo sob a escala adequada.

O EXPERIMENTO OTICO

O Notebook 08 (08_lente_descoberta.ipynb) nio introduz novos operadores

nem novas estatisticas.
O Open in Colab

Ele realiza apenas uma operagao conceitual:
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fixa o operador e varia sistematicamente a forma como a reta numérica é

percorrida.
Ao fazer isso, ele demonstra que:

- a estatistica de Poisson nao é um defeito do operador;
« a estatistica GOE néo é um artefato da normalizacao;

- ambas sdo leituras legitimas, mas correspondem a regimes geométricos dis-

tintos.

A escala atua como um seletor de regime.

O QUE ESTE CAPITULO NAO AFIRMA
E importante registrar explicitamente os limites do que foi estabelecido:

~ , . 13 ) . .
« ndo se afirma que a escala logaritmica “cria” a universalidade;
« ndo se afirma que toda funcéo aritmética produziria o mesmo efeito;

« ndo se afirma que a estatistica GOE seja a unica possivel.
O que se afirma é mais restrito e mais solido:

quando a estrutura aritmética é observada em sua escala natural, a com-

plexidade necessaria para a emergéncia de universalidade esta presente.



PoNTO DE REPOUSO

Ao final deste capitulo, a escala deixa de ser um parametro técnico e passa a integrar
a propria estrutura do problema.
A lente logaritmica é identificada como geometricamente natural para a observacéao

do sinal aritmético.

O contraste entre Poisson e GOE deixa de ser interpretado como mudanga de objeto
e passa a ser reconhecido como mudanca de regime.

Em todos os casos, o operador M permanece deterministico e inalterado.

No proximo capitulo, essa compreensao sera levada adiante. Investigaremos quais
aspectos do operador sdo essenciais para a universalidade observada e quais podem

ser modificados sem destrui-la, separando estrutura de contingéncia.
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PARA O CAOS

Mega o que é mensuravel
e torne mensuravel o que ndo o é.
— Galileu Galilei

Um dos resultados centrais deste trabalho é a constatacdo de que a emergéncia da
estatistica do tipo GOE no espectro do operador M nio é um fenémeno invariante

sob mudancas de escala.

Ao contrario, ela s6 se manifesta de forma robusta quando o sistema é observado

através de uma lente especifica: a escala logaritmica.

Este capitulo investiga o motivo dessa seletividade. A pergunta nao é mais se a
estatistica muda com a escala — isso ja foi estabelecido — mas por que apenas a escala

logaritmica cria as condi¢des necessarias para a emergéncia do regime correlacionado.

A resposta esta na propria geometria da distribui¢do dos niimeros primos.

A TOPOGRAFIA DOS PRIMOS

A funcio de contagem de primos 7(x) descreve a quantidade de nimeros primos me-

nores ou iguais a x. O Teorema dos Numeros Primos estabelece que, assintoticamente,

x
In(x)

a(x) ~

o que implica que a densidade local de primos na reta linear satisfaz

45
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dr 1
dx ~ In(x)

Essa expressdo contém uma informacio fundamental: a densidade de primos

decai continuamente a medida que x cresce.

Portanto, qualquer observacao feita diretamente na escala linear ocorre sobre um

terreno cuja principal caracteristica estrutural é um colapso progressivo da densidade.

VERIFICACAO EMPIRICA

A estrutura geométrica descrita acima ndo é apenas assintética ou conceitual. Ela
é verificada diretamente no Notebook 09 (09_escala_logaritmica.ipynb), no
qual a densidade empirica de primos é medida e comparada nas escalas linear e loga-

ritmica.
O Open in Colab

Os graficos produzidos nesse experimento mostram explicitamente:

« o decaimento continuo de dz/dx na escala linear;

- atransformacéo desse colapso em uma lei de crescimento suave ao passar para

dr/d(In x).

Essas visualizacdes fornecem o pano de fundo geométrico necessario para inter-

pretar os regimes espectrais observados nos capitulos anteriores.

A LENTE LINEAR: UM PALCO INSTAVEL

Quando o sistema é observado em uma parametrizagao linear, a densidade de estados
associada aos primos diminui continuamente. N&o existe uma escala local estavel:

cada intervalo sucessivo contém menos estrutura do que o anterior.

Nesse regime, as flutuagdes estatisticas mais sutis — aquelas responsaveis por cor-
relagdes espectrais de longo alcance — ficam submersas em uma tendéncia dominante

de rarefacao.

O resultado observacional é direto:
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em um palco cuja geometria colapsa continuamente, apenas estatisticas

descorrelacionadas sobrevivem.

E por isso que, mesmo ap6s normalizacdo local dos espacamentos, o espectro do

operador M, observado linearmente, exibe estatistica do tipo Poisson.

Naio se trata de auséncia de estrutura no operador, mas de auséncia de condi¢des

geométricas para a sua manifestacao.

A MUDANCA DE VARIAVEL E A DENSIDADE LOGARITMICA

Consideremos agora a transformacéo de variavel:

y = In(x).
A densidade de primos em relagio a nova variavel é obtida pela regra da cadeia:

dm dir dx

Como d x/d y = x, segue que:

dr__ .4z
dln x) =~ dx’

Substituindo a aproximagio assintética da densidade linear,

de 1

dx  In(x)
obtemos:

dor X

d(ln x) ~ In(x)’
Essa expressido é fundamental: a funcdo x/In(x) é estritamente crescente.

O que antes era um colapso continuo transforma-se agora em uma lei de cresci-

mento suave e previsivel.
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A LENTE LOGARITMICA: A ESTABILIZACAO DO PALCO

A escala logaritmica ndo torna a densidade dos primos constante. Ela faz algo mais su-
til e mais importante: transforma uma degenerescéncia estrutural em uma geometria

regular.

Em vez de uma densidade que tende a zero, obtemos uma densidade que cresce de
forma controlada, sem oscilagdes violentas. Isso cria um pano de fundo estavel contra

o qual as flutuacoes podem ser analisadas de forma significativa.

E nesse regime que:
« afuncdo A,(x) exibe flutuagdes estruturais em multiplas escalas;

« o operador M torna-se altamente variavel;

« 0 espectro passa a apresentar correlacdes locais e rigidez global.

A estatistica da classe GOE nao é criada pela escala logaritmica. Ela é revelada

por ela.

A CONDICAO DE EMERGENCIA

Os experimentos numéricos mostram que a transicao do regime nao correlacionado
para o regime GOE ocorre, de forma sistematica, a partir de escalas iniciais da ordem
de:

X, = 10*-10°.

Essa observacao ganha agora uma interpretacido geométrica clara.

Abaixo dessa regido, a distribui¢do dos primos ainda é dominada por irregularida-
des discretas e efeitos finitos. Acima dela, a lei assintética x/ In(x) passa a governar

a densidade de forma robusta.

E nesse ponto que o “palco” se estabiliza. A partir dai, as flutuagdes — e nao a

tendéncia média — passam a dominar a estatistica espectral.
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SINTESE
O papel da escala logaritmica pode agora ser resumido de forma precisa:

« ela ndo introduz aleatoriedade;
« ela ndo impde universalidade;

« ela corrige a geometria do espaco de observacao.

Ao alinhar a observacdo com a escala natural dos primos, a lente logaritmica cria

as condi¢des minimas para que correlagdes espectrais profundas se tornem visiveis.

A musica do caos ndo surge por acaso. Ela s6 pode ser ouvida quando o palco esta

adequadamente construido.



PoNTO DE REPOUSO

Até aqui, a distincdo entre observacéo linear e observacdo logaritmica foi

reformulada como um problema geométrico de densidade.

Na escala linear, a densidade de primos decai como d 7 /dx = 1/ In(x), produzindo
um pano de fundo estruturalmente instavel, no qual as flutuacoes sao

continuamente amortecidas pela rarefacdo do sistema.

Na escala logaritmica, a densidade correspondente, d 7/d(In x) = x/ In(x),
transforma esse colapso em uma lei de crescimento suave. O que antes era

suprimido pela degenerescéncia estrutural torna-se observavel.

Fica entdo claro que a lente logaritmica ndo “cria” universalidade. Ela apenas
estabiliza o regime de observacdo no qual as flutuagdes podem dominar o

comportamento estatistico do operador.

A escala critica observada (X, ~ 10*~10°) surge, assim, ndo como um parametro

arbitrario, mas como o ponto empirico de consolidacdo do regime assintoético.

O papel da escala esta, portanto, isolado: ela determina se o operador é observado

sobre um terreno em colapso ou sobre um terreno estabilizado.

o capitulo seguinte, passaremos do diagnodstico geométrico para uma analise

N itul t dod t t 1

operacional. Investigaremos quais perturbacdes preservam o regime observado e
quais o destroem, delimitando de forma explicita as condi¢des minimas para a

persisténcia da universalidade.



10. As CONDICOES PARA OUVIR 0 CAOS

A ordem é o prazer da razdo;

mas a desordem é o deleite da imaginacdo.
— Paul Claudel

Nos capitulos anteriores, foram apresentadas evidéncias consistentes de um feno-
meno inesperado: a assinatura estatistica associada ao caos quantico — compativel
com a classe GOE — emerge diretamente de um operador construido a partir da con-

tagem dos nimeros primos.

Neste capitulo, o objetivo nao é ampliar o conjunto de resultados, mas isolar as

condicoes minimas que tornam essa observacdo possivel.

A pergunta orientadora passa a ser:

por que este procedimento funciona, e sob quais hipéteses ele deixa de fun-

cionar?
A resposta nao reside em um unico artificio técnico, mas na conjugacao de trés

principios conceituais, que atuam como condicdes necessarias para que o regime cor-

relacionado se torne audivel.

Os TRES PILARES DO PROTOCOLO

A metodologia desenvolvida ao longo deste trabalho repousa sobre trés pilares com-

plementares. Nenhum deles, isoladamente, é suficiente.
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A reta como processo dinamico

A primeira condicdo é abandonar a interpretacdo da reta numérica como um objeto

estatico e passar a observa-la como um processo em evolucao.

A medida que o parametro x cresce, as propriedades estatisticas do sistema mudam.
Essa dependéncia explicita da escala permite identificar regimes distintos: um regime
inicial descorrelacionado, uma regido de transicdo e um regime estabilizado no qual

emergem correlacdes de longo alcance.

Somente sistemas tratados como processos, € ndo como instantaneos, podem exi-

bir esse tipo de estrutura em fases.

O papel ativo do Um

A segunda condicdo é reconhecer o papel estrutural do Um nao apenas como axioma

logico, mas como mecanismo implicito de estabilizacio aritmética.

Na construcdo do operador, o principio da sucessdo (+1) atua continuamente, pre-
enchendo lacunas e contrabalancando a expansao multiplicativa inerente a aritmética

dos primos.

E dessa tensdo, entre expansio e estabilizaciio, que emerge o sinal observado. Sem
o reconhecimento explicito desse papel dindmico do Um, a grandeza medida perde

significado operacional.

A lente logaritmica como escala natural

A terceira condigdo é a escolha adequada da escala de observacao.

A escala logaritmica ndo é uma adequacao artificial, nem um refinamento técnico.
Ela corresponde a escala natural na qual a densidade dos primos deixa de colapsar e

passa a obedecer a uma lei de crescimento suave.

Somente nessa escala o pano de fundo geométrico se estabiliza, permitindo que flu-
tuacgoes estatisticas profundas, e ndo tendéncias médias, dominem o comportamento

espectral.
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VERIFICACAO EMPIRICA

A interacdo entre esses trés pilares é demonstrada de forma direta no Notebook 10

(10_condicoes_caos. ipynb).
0 Openin Colab

Nesse experimento, dois conjuntos de graficos sao produzidos:

- um grafico que explicita a estabilizagdo geométrica da densidade de primos

quando observada na escala logaritmica;

« um grafico que acompanha a evolucdo de uma grandeza de tensdo relativa ao

longo da reta, evidenciando a transi¢ao entre regimes dindmicos.

O grafico inferior do notebook materializa o terceiro pilar: o “palco estavel” criado

pela mudanca de variavel.

O grafico superior materializa o primeiro pilar: a leitura dinamica do sistema, na
qual se observa a passagem de um regime instavel para um regime de flutuacéo esta-
bilizada.

A presenca simultanea desses dois elementos é condicdo necessaria para que a

assinatura do caos se torne observavel.

CAUSA E EFEITO
A leitura conjunta dos resultados permite estabelecer uma cadeia causal clara:

sem escala natural, ndo ha palco estavel;
sem palco estavel, ndo ha flutua¢des dominantes;

sem flutuacdes dominantes, nao ha universalidade observavel.

O caos quantico nao é produzido por um artificio estatistico, nem injetado por alea-
toriedade externa. Ele emerge quando a observacéo ¢ realizada no regime geométrico

adequado, sobre um sistema tratado como processo.


https://colab.research.google.com/github/costaalv/descobrindo_caos/blob/main/notebooks/10_condicoes_caos.ipynb
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SINTESE
A “receita” observacional pode agora ser formulada de forma objetiva:

« observar a reta como um processo dindmico;
« reconhecer o papel estabilizador do Um;
« alinhar a observacao com a escala natural dos primos.
E somente a interseccdo rigorosa desses trés principios, e apenas ela, que permite

transformar a contagem de primos em um regime observavel de estatisticas universais

do caos.



PoNTO DE REPOUSO

Até aqui, foram isoladas as condi¢des minimas para a emergéncia de um regime

espectral correlacionado.

Ficou claro que nenhuma delas é suficiente de forma isolada. A escala, o dinamismo
do operador e o mecanismo de estabilizagdo atuam de maneira conjunta, e apenas

sua articulacido produz o comportamento observado.

O Notebook 10 fornece a verificacdo empirica direta dessa interdependéncia,
mostrando que a universalidade emerge somente quando essas condigdes sido

satisfeitas simultaneamente.

No préoximo capitulo, essa articulacdo sera colocada sob tensao. Investigaremos
quais perturbagdes preservam o regime identificado e quais o destroem, delimitando

com precisao o dominio de validade da universalidade observada.



11. A ANATOMIA DO CAOS — ANALISE DOS

AUTOVETORES

O que observamos ndo é a natureza em si,
mas a natureza exposta ao nosso método de questionamento.

— Werner Heisenberg

Nos capitulos anteriores, a analise concentrou-se nos autovalores do operador M.
Eles forneceram a localizagao espectral das excitacoes do sistema e, por meio de suas
estatisticas, permitiram distinguir regimes descorrelacionados (Poisson) de regimes

correlacionados (GOE).
Neste capitulo, o foco desloca-se para os autovetores do operador.

Se os autovalores indicam onde as estruturas espectrais se localizam, os autoveto-
res revelam *como* essa complexidade se distribui internamente. Eles codificam os
padroes de vibragdo do sistema e permitem investigar se o regime observado é apenas

estatisticamente compativel ou estruturalmente ergodico.

PARA ALEM DOS AUTOVALORES

Em sistemas associados ao caos quantico, ndo basta que os espacamentos espectrais
exibam repulsdo de niveis. E necessario que os autovetores sejam deslocalizados,

preenchendo o espago de forma aproximadamente uniforme.

Essa propriedade distingue sistemas genuinamente catticos de sistemas apenas

perturbados ou aleatorizados artificialmente.

Para investigar esse aspecto, introduzimos duas ferramentas complementares:
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« 0 Participation Ratio;

- a estatistica dos componentes dos autovetores.

FERRAMENTA [ — PARTICIPATION RATIO

O Participation Ratio (PR) quantifica o grau de espalhamento de um autovetor.

Para um autovetor normalizado v = (v, vy, ..., v,), define-se:

L Py

PR = L= .

Seu significado é direto:

- autovetores localizados apresentam PR pequeno, da ordem da unidade;

- autovetores deslocalizados apresentam PR proporcional a N.

Na Teoria de Matrizes Aleatorias, autovetores tipicos do bulk da classe GOE sao

ergodicos. Para eles, a razdo normalizada
PR
N

concentra-se em torno do valor universal

1
3
Esse valor constitui uma assinatura estrutural do caos quéntico, independente da

forma detalhada do operador.

FERRAMENTA II — ESTATISTICA DOS COMPONENTES

Uma segunda previsao independente da teoria refere-se a distribui¢do dos componen-

tes individuais dos autovetores.

Para matrizes da classe GOE, os componentes de um autovetor tipico do bulk
comportam-se como variaveis aleatorias extraidas de uma distribuicao Gaussiana

real, com média nula e variancia controlada pela normalizacao.
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Essa previsdo pode ser testada diretamente:

« seleciona-se um autovalor do centro do espectro;

constroi-se o histograma de seus componentes;
« compara-se esse histograma com uma curva Gaussiana teodrica;

« quantifica-se a compatibilidade por meio do teste de Kolmogorov-Smirnov.

Um p-valor elevado indica que nao ha evidéncia estatistica para rejeitar a hipotese

Gaussiana.

O LABORATORIO EMPIRICO

O Notebook 11(11_anatomia_autovetores. ipynb)implementa essas duas ana-
lises de forma sistematica, permitindo a comparagio direta entre dois regimes de ob-

servacao:

« amostragem linear;

« amostragem logaritmica.
£ Open in Colab
Para cada caso, sdo produzidos quatro graficos:

« 0 histograma dos componentes de um autovetor do bulk;
« a curva Gaussiana tedrica correspondente;
« a distribui¢io dos valores de PR/N ao longo do espectro;

« a comparacio visual entre regimes.

RESULTADOS — SINAL GENUINO E ARTEFATO

Os resultados exibem um contraste instrutivo entre os dois regimes de observacao.
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Escala logaritmica — o sinal genuino do caos

Na parametrizacdo logaritmica, observa-se que:

« os componentes dos autovetores seguem consistentemente uma distribuicao

Gaussiana;
« o teste de Kolmogorov—-Smirnov retorna p-valores elevados;

« a distribui¢io de PR/N concentra-se fortemente em torno de 1/3.

Esses resultados indicam que os autovetores sdo ergodicos e que a complexidade

observada nio é superficial, mas uma propriedade estrutural do operador.

Escala linear — o fantasma metodoldgico

Na parametrizacao linear, os resultados aparentam, a primeira vista, ser igualmente
compativeis com o GOE: componentes aproximadamente Gaussianos e valores de
PR/N proximos de 1/3.

Essa semelhanca, no entanto, é enganosa.

Nesse regime, a matriz construida é estruturalmente pobre e necessita da intro-
dugdo de pequenas perturbagdes numéricas (jitter) para evitar degenerescéncias

artificiais.

Os autovetores passam entao a refletir majoritariamente as propriedades estatisti-

cas do ruido introduzido, e nio a estrutura aritmética subjacente.

O que se mede nesse caso nio é o caos dos primos, mas um artefato do método

de correcao.

DIAGNOSTICO ESTRUTURAL

A comparacdo entre os dois regimes permite um diagnoéstico claro:

autovetores ergodicos obtidos sem injecdo artificial de ruido constituem

a assinatura inequivoca de um regime genuinamente caotico.

A escala logaritmica satisfaz essa condicdo. A escala linear, nao.
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PERSPECTIVA APLICADA — UMA PRIMITIVA CRIPTOGRAFICA

As propriedades observadas sugerem aplicagdes potenciais em areas como a cripto-

grafia.

Pardmetros como X, N e a funcéo aritmética A,(x) podem ser interpretados como
uma chave privada, a partir da qual autovetores altamente complexos sdo gerados de

forma deterministica.

O problema inverso, reconstruir esses parametros a partir de um autovetor ergo-

dico, apresenta elevada complexidade computacional.

Trata-se de uma primitiva quantica nio no sentido fisico, mas estatistico: as propri-
edades exploradas coincidem com aquelas de sistemas quanticos caéticos, sem exigir

hardware quantico.

Essa possibilidade permanece especulativa, mas ilustra o alcance conceitual do for-

malismo desenvolvido.



PoNTO DE REPOUSO

Até aqui, a analise espectral foi estendida dos autovalores aos autovetores do

operador M.

Mostrou-se que o regime GOE néo se manifesta apenas na estatistica dos niveis, mas
também na geometria interna dos estados: os autovetores sao ergodicos, o
Participation Ratio confirma sua deslocalizacdo estrutural e a distribui¢do Gaussiana

dos componentes emerge de forma consistente.

Esse conjunto de observagdes permitiu distinguir claramente sinal genuino de
artefatos metodologicos. O Notebook 11 fornece a base empirica direta dessas

conclusoes.

Com isso, a caracterizacdo do regime caotico associado ao operador M esta

completa, tanto no espectro quanto na estrutura interna dos estados.

No capitulo seguinte, encerramos o percurso conceitual, reunindo os resultados

obtidos em uma leitura estrutural unificada.



12. O OBSERVADOR NO ESPELHO —

CONTROLES E ROBUSTEZ

O primeiro principio é que vocé ndo deve enganar a si mesmo —
e vocé é a pessoa mais facil de enganar.

— Richard Feynman

O ESPANTO DA OBSERVACAO

Chegamos a um ponto de espanto.

Os capitulos anteriores revelaram um fenémeno que desafia a intuicdo: os nimeros
primos, entidades matematicas imutaveis, exibem duas naturezas estatisticas distin-
tas. Sob a lente linear, comportam-se segundo uma estatistica do tipo Poisson; sob a

lente logaritmica, manifestam correlacdes compativeis com a classe GOE.

A pergunta impde-se inevitavelmente:
o que esta errado?

Seria este resultado um artefato do método, uma ilusdo produzida por escolhas

técnicas, ou um reflexo de uma propriedade genuina da estrutura dos primos?

A Unica intervencio realizada foi a introducdo de um observador — a escolha da
escala. Como na fisica quantica, o sistema parece responder a forma como é interro-

gado.

Este capitulo enfrenta esse espanto diretamente, submetendo o método ao teste

cientifico fundamental: o experimento de controle.
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O EXPERIMENTO DE CONTROLE

A questdo central é simples e rigorosa:

a dualidade observada (Poisson versus GOE) é uma propriedade especi-
fica da estrutura dos primos, ou qualquer sinal suficientemente irregular

produziria o mesmo efeito?

Para responder a essa pergunta, o sinal aritmético deterministico, baseado em
A,(x), é substituido por um sinal de ruido branco independente e identicamente
distribuido (i.i.d.) — uma sequéncia de valores genuinamente aleatorios, sem corre-

lacdes internas de longo alcance.

A intuicdo inicial poderia sugerir que um sinal ainda mais “cadtico” deveria pro-
duzir estatisticas do tipo GOE em ambos os regimes. O resultado experimental, no

entanto, aponta exatamente na direcdo oposta.

O protocolo computacional completo deste experimento de controle é implemen-
tado no Notebook 12 (12_observador_espelho. ipynb). Nele, o sinal aritmético
deterministico baseado em A, (x) é substituido por ruido branco puro, mantendo-se

inalterados:

« a construcio do operador;

a normalizacio;

a analise espectral;

« os parametros de observacao.
20 Open in Colab

Essa substituicdo controlada permite isolar, de forma inequivoca, o papel especifico

da estrutura dos primos na emergéncia da estatistica GOE.

A DESCOBERTA — O CAOS DOS PRIMOS E ESPECIAL

Ao executar o protocolo com o sinal aleatorio ativado, observa-se um resultado inequi-

voco: a estatistica do tipo GOE desaparece completamente.
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Tanto na escala linear quanto na escala logaritmica, o espectro do operador cons-

truido a partir do ruido branco exibe estatisticas compativeis com Poisson.

Esse resultado impde uma conclusao clara:

+ a estatistica GOE nao é genérica;
+ ela ndo emerge de qualquer sinal irregular;

- ela requer correlacoes estruturais especificas.

O experimento de controle demonstra que a estatistica de Poisson constitui o es-
tado base: quando o operador é alimentado por um sinal completamente descorrela-

cionado, a estrutura espectral resultante permanece igualmente descorrelacionada.

A SINGULARIDADE DA ASSINATURA DOS PRIMOS

O contraste com o caso aritmético é decisivo.

Quando o operador é construido a partir de A,(x), a estatistica GOE emerge ex-
clusivamente sob a lente logaritmica. Isso indica que nio é o “ruido” dos primos que

gera o efeito, mas a interacdo entre:

« a estrutura pseudoaleatoria especifica da distribuicido dos primos;

« a escala logaritmica, que estabiliza a geometria do espago de observacao.

A GOE surge apenas quando essas duas condi¢des entram em ressonancia.

O experimento de controle elimina, portanto, a hipétese de que o fenémeno obser-
vado seja um artefato matematico. Ele confirma que a universalidade reconhecida nos

capitulos anteriores é uma propriedade emergente e rara, nao um efeito genérico.

A MUSICA DOS PRIMOS E O RUIDO DE FUNDO
O protocolo de controle permite separar, de forma definitiva, sinal e ruido.

+ Para os primos:
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— escala linear — estatistica de Poisson;

— escala logaritmica — estatistica do tipo GOE.
« Para o ruido branco:

— escala linear — Poisson;

— escala logaritmica — Poisson.

A conclusio é inequivoca: a estatistica GOE nao é ruido.

Ela é a assinatura de uma ordem profunda, oculta na distribuicio dos numeros

primos, e s6 se torna audivel quando observada na escala adequada.



PoNTO DE REPOUSO

Neste capitulo,

o método foi submetido a um experimento de controle rigoroso.
Demonstrou-se que a estatistica GOE ndo emerge de sinais aleatorios genéricos.
Isolou-se, de forma inequivoca, a assinatura especifica dos primos como fonte do

regime correlacionado.
Confirmou-se que a escala logaritmica nao cria o fendmeno, mas define o regime no

qual ele pode se manifestar.

O observador foi colocado diante do espelho —

e o reflexo permaneceu consistente.

No proximo capitulo, o foco se desloca. Nao se tratara mais de reconhecer a
universalidade, mas de explorar seus limites: quais perturbacdes a preservam,
quais a destroem e quais aspectos da construcao siao essenciais para sua

persisténcia.



13. A UNIVERSALIDADE DO CAOS —

VARREDURAS DE EscALA

A natureza usa apenas os fios mais longos para tecer os seus padroes,
de modo que cada pequeno pedaco do seu tecido
revela a organizacdo da tapegaria inteira.

— Richard Feynman

UMA LEI LOCAL OU UNIVERSAL?

Nos capitulos anteriores, estabelecemos um resultado central: quando os numeros
primos sdo observados através da lente da escala logaritmica, o espectro do opera-
dor M exibe, de forma robusta, a estatistica da Gaussian Orthogonal Ensemble (GOE),

associada ao caos quantico.

Essa observagao foi inicialmente realizada em janelas especificas da reta numérica,
centradas em valores como X, = 107 ou 10%. Surge entio a questdo inevitavel: trata-se
de um fenémeno local, restrito a certas regides, ou de uma propriedade universal da

distribui¢ao dos primos?

A Teoria de Matrizes Aleatorias fornece uma previsao clara: sistemas genuina-
mente caoticos exibem estatisticas universais, independentes dos detalhes microsco-

picos. Este capitulo testa diretamente essa previsdo no contexto aritmético.
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O EXPERIMENTO: VARREDURA ATRAVES DAS ESCALAS

Para investigar a universalidade do fendmeno, realizamos uma varredura sistematica
ao longo de varias ordens de magnitude da reta numérica. Mantendo fixa a construcao
do operador M e a lente logaritmica de observacao, deslocamos apenas o ponto inicial

Xo, explorando valores que vao de:

X, =10° até X, =10°%

Em cada escala, calculamos uma das estatisticas mais estaveis e informativas da

teoria espectral: a média da razdo entre espagamentos adjacentes,

(r) = < min(s;, Siy1)

max(s;, Si+1) '

Essa estatistica apresenta valores universais conhecidos:

« (r) = 0.386 para Poisson;
« (r) = 0.536 para GOE.

A hipbtese testada é simples e forte: se o regime GOE for universal, o valor de (r)

devera convergir para o valor da GOE e tornar-se independente da escala X,.

O LABORATORIO DE VARREDURA

O Notebook 13 (13_varreduras_escala. ipynb) implementa esse experimento
de forma automatizada. Para cada valor de X;, o operador é construido, seu espectro

é calculado e a estatistica (r) é extraida.
0 Openin Colab

O resultado final é um grafico de (r) em funcéo de In(X;), que permite visualizar

diretamente a evolucdo do regime estatistico.

Esse procedimento elimina qualquer interpretacido baseada em casos isolados e

expoe a estrutura global do fendmeno.
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A TRANSICAO PARA O CAOS UNIVERSAL

A analise dos resultados revela trés regimes distintos, organizados de forma clara ao

longo da escala.

O regime de baixa escala: o eco da ordem

Para valores pequenos de X, tipicamente 10° e 10*, a estatistica (r) permanece pro-
xima do valor de Poisson. Nesse regime, a distribuicdo dos primos ainda é fortemente
influenciada por irregularidades discretas e efeitos aritméticos locais. As correlagdes

necessarias para a emergéncia do caos ainda néo estdo plenamente desenvolvidas.

A zona de transicdo: o despertar do caos

Em torno de X, ~ 10*, observa-se uma transicéo rapida. O valor de (r) cresce de forma
acentuada, afastando-se do regime de Poisson e aproximando-se do valor da GOE.
Esse comportamento indica que o sistema atinge uma massa critica de complexidade,

na qual correlagdes de longo alcance passam a dominar a estatistica espectral.

O regime assintético: a universalidade da GOE

A partir de escalas da ordem de 10°, o valor de (r) estabiliza-se de forma inequivoca
no valor previsto para a GOE. Mais importante ainda, ele torna-se essencialmente

independente de X.

Entramos, assim, no regime assintdtico: a estatistica observada deixa de carregar
informagdes sobre a posi¢do especifica na reta numérica e passa a refletir uma lei

universal.

SINTESE

A varredura de escala revela que a transicdo observada nos capitulos anteriores nao
¢ um artefato local, mas a manifestacdo de uma estrutura profunda e universal. A
dualidade entre Poisson e GOE nio representa uma contradi¢do, mas sim um percurso

geométrico ao longo da reta dos primos.
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A medida que a escala cresce, o sistema abandona a ordem local e converge para
um regime de caos universal, em perfeita concordancia com as previsoes da Teoria de

Matrizes Aleatorias.

A musica dos primos nio é um fenémeno regional da reta aritmética. Ela é uma
constante estrutural do universo aritmético — audivel apenas quando observada na

escala adequada.



PoNTO DE REPOUSO

Até aqui, foi estabelecida de forma precisa a distin¢ao entre um fenémeno local e
um diagnoéstico universal. A no¢ao de universalidade foi definida operacionalmente
como independéncia em relagdo ao ponto inicial X, e ndo como extrapolacio

assintotica ou argumento qualitativo.

Com esse critério, formulou-se um protocolo de varredura de escala no qual a
construcdo do operador M e a lente logaritmica permanecem fixas, enquanto apenas
o ponto inicial X, é deslocado ao longo de varias ordens de magnitude. Para
acompanhar essa varredura, adotou-se a estatistica (r) como indicador sintético e
robusto de correlagio espectral, permitindo a comparacao direta entre regimes sem

a introducéo de hipoteses adicionais.

O resultado observado organiza-se em trés regides bem definidas: um regime inicial
compativel com Poisson, uma zona de transicdo centrada em torno de X, ~ 10*, e
um regime assintdotico no qual (r) se estabiliza proximo ao valor caracteristico da
GOE. Acima de uma escala critica, o diagnodstico deixa de depender da posi¢do na

reta numérica e passa a refletir um comportamento estatistico estavel.

A universalidade deixa, assim, de ser uma inferéncia intuitiva e passa a ser um
resultado operacional. Existe um regime no qual o operador M, observado na
escala logaritmica, apresenta assinaturas espectrais compativeis com a classe GOE

de forma persistente sob varreduras de Xj.

No proximo capitulo, essa estabilidade sera colocada a prova. Investigaremos quais
variagdes do protocolo preservam o diagnostico observado e quais o degradam,
delimitando explicitamente as condi¢cdes minimas para a persisténcia da

universalidade identificada.



14. ONDE MoRA 0 CA0S? — TESTANDO

OPERADORES ALTERNATIVOS

Se vocé arrasta uma rede com malha de cinco centimetros no mar,

a sua conclusdo sera que ndo existem peixes menores que cinco centimetros.
Mas isso é um fato sobre os peixes do mar, ou sobre a sua rede?

— Arthur Eddington

A ULTIMA DUVIDA

Os capitulos anteriores estabeleceram um resultado forte: ao observar o sinal arit-
mético dos primos na escala logaritmica, o espectro do operador construido exibe, de
forma robusta, estatisticas de correlagao espectral indistinguiveis, no bulk, daquelas
associadas a classe GOE, enquanto a observacio linear conduz sistematicamente ao

regime de Poisson.
No entanto, uma davida legitima permanece.

O operador central deste trabalho foi definido, até aqui, por um kernel de cosseno,

da forma

M;; o< cos(f; - log x;) + cos(f; - log x;),

onde f; = A, (x)).

E natural perguntar se a dualidade observada, Poisson na escala linear e GOE na
escala logaritmica, é uma propriedade intrinseca do sistema aritmético, ou se poderia

ser um artefato especifico da escolha funcional do kernel.
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Em outras palavras:
0 caos reside nos primos, ou no operador que escolhemos para observa-los?

Este capitulo é dedicado a enfrentar essa questdo de forma direta.

A TROCA DO INSTRUMENTO

O cosseno nao é uma funcdo arbitraria. Ele surge naturalmente como a parte real de

uma fase complexa:

cos(0) = Re(e'?).

Uma generalizacdo imediata, portanto, consiste em abandonar a projecao real e

trabalhar diretamente com a fase complexa completa.
Introduzimos assim um operador alternativo, definido por um kernel de fase:
7 ifilogx;
M; ;= e
Esse operador ndo é simétrico real, mas carrega a mesma informacéo estrutural
fundamental: a interagéo entre o sinal aritmético f; e a escala logaritmica de x;.

A motivagao deste teste é simples e rigorosa: se a estatistica GOE observada ante-
riormente for consequéncia da interacdo profunda entre o sinal dos primos e a escala
de observacao, e nao da forma particular do cosseno, entdo a substituicdo do kernel

nio deve destruir o fendmeno.

HiPOTESE OPERACIONAL

A hipotese testada neste capitulo pode ser formulada de maneira objetiva:

Se a dualidade Poisson/GOE for estrutural, entdo operadores alternativos,
construidos a partir da mesma informacao aritmética e observados nas

mesmas escalas, devem exibir o mesmo comportamento estatistico.

Em particular, esperamos observar:
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. estatistica de Poisson na escala linear;
« estatistica compativel com GOE na escala logaritmica;

« estabilidade desses resultados sob a troca do kernel.

O LABORATORIO DE OPERADORES

Hipotese operacionalO laboratério de operadores

O Notebook 14 (14_operadores_alternativos.ipynb)implementa este teste

de forma controlada.
0 Open in Colab

Foi introduzido um seletor que permite alternar entre o kernel de cosseno e o kernel

de fase, mantendo inalterados:

« 0 sinal aritmético A,(x);
« os regimes de observagao (linear e logaritmico);

« o protocolo estatistico aplicado ao espectro.

Essa abordagem garante que qualquer diferenca observada seja atribuivel exclusi-

vamente a forma do operador — e ndo a mudancas colaterais no método.

RESULTADO: INVARIANCIA ESTATISTICA

O resultado do experimento é inequivoco.

A substituicdo do kernel de cosseno pelo kernel de fase nao altera o diagnostico

estatistico:

« na escala linear, o espectro permanece compativel com Poisson;

« na escala logaritmica, o espectro continua exibindo repulsao de niveis, rigidez

global e valores de referéncia compativeis com GOE.

Essa invaridncia nio € trivial. Ela demonstra que a dualidade estatistica observada

néo é um artefato funcional, mas uma propriedade robusta do sistema subjacente.
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ONDE O CAOS REALMENTE RESIDE

O teste com operadores alternativos permite agora localizar com precisdo a origem

do fendmeno.

O caos observado:

« nio reside na forma especifica do kernel,
« nao é criado pelo operador;

« nio depende de uma escolha funcional delicada.
Ele emerge da combinacdo de dois elementos fundamentais:

1. a estrutura aritmética intrinseca do sinal A,(x);

2. a observacao desse sinal na escala logaritmica natural dos primos.

O operador atua apenas como um instrumento de leitura. Trocar o instrumento
nao altera a musica.

Embora o operador de fase seja complexo, as estatisticas observadas coincidem
com aquelas previamente identificadas no regime ortogonal, indicando que a classe
estatistica relevante é determinada pela estrutura do sinal e nio pela representagio

escolhida.



PoNTO DE REPOUSO

Neste capitulo,

Até aqui, foi examinada de forma sistematica a dependéncia do fendmeno em
relacdo a forma especifica do operador.
Verificou-se que kernels funcionalmente distintos conduzem ao mesmo diagnoéstico
estatistico, e que a dualidade entre regimes do tipo Poisson e GOE permanece

invariavel sob essa substituicao.

Com isso, a origem do comportamento observado pdde ser isolada com clareza: ela
nio reside em detalhes formais da construcio, mas na interacio entre o sinal

aritmético dos primos e a escala de observagao adotada.

Este capitulo encerra, portanto, a investigacao sobre possiveis artefatos

operacionais.

Nos capitulos seguintes, o foco se desloca das causas para as consequéncias dessa
robustez.
Investigaremos o que é efetivamente universal, quais perturbagdes podem ser
introduzidas sem destruir o regime observado e quais limites naturais emergem da

propria estrutura identificada.



15. A CONFIRMACAO NAS ALTURAS

ESTRATOSFERICAS

Wir miissen wissen. Wir werden wissen.
(No6s devemos saber. Nos saberemos.)
— David Hilbert

CONTEXTO HISTORICO: MONTGOMERY, BERRY E ODLYZKO

Para compreender a magnitude do que é observado neste capitulo final, é essencial
situar historicamente a conexio entre nimeros primos, zeros da fungéo zeta e caos

quantico.

O percurso que seguimos ao longo deste trabalho ecoa uma das mais notaveis con-

vergéncias entre matematica e fisica do século XX.

A faisca inicial: Montgomery e Dyson

Na década de 1970, Hugh Montgomery investigava a correlacio entre os zeros nao
triviais da funcdo zeta de Riemann. Em uma conversa informal com Freeman Dyson,
Montgomery apresentou a formula obtida para a funcéo de correlacdo de pares desses

ZEros.

Dyson reconheceu imediatamente a estrutura estatistica subjacente: tratava-se da
mesma estatistica que descreve a repulsdo de niveis de energia em nucleos atomicos

pesados — um dominio modelado pela Teoria de Matrizes Aleatorias.
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Essa observacdo inaugurou uma ponte inesperada entre a teoria analitica dos na-

meros e a fisica quantica.

O enquadramento fisico: Berry e o caos quantico

A conexdo precisava de um principio explicativo. Michael Berry, ao lado de outros
fisicos, forneceu esse enquadramento ao estabelecer a Teoria de Matrizes Aleatorias

como a linguagem universal do caos quantico.

A conjectura de Bohigas—Giannoni—-Schmit (BGS) afirma que sistemas quanticos
cujo analogo classico seja cadtico exibem estatisticas espectrais universais descritas
pela Teoria de Matrizes Aleatorias (RMT). A classe especifica (GOE ou GUE) é de-
terminada pelas simetrias do sistema; no dominio da aritmética real e espelhada

que exploramos, a classe emergente é o GOE.

Nesse contexto, os zeros da fungéo zeta, e, por extensdo, a aritmética dos primos,

passaram a ser interpretados como um sistema quéntico cadtico abstrato.

A confirmagdo computacional: Odlyzko

A conjectura ganhou sustentacdo empirica decisiva com os trabalhos de Andrew
Odlyzko. Utilizando supercomputadores e algoritmos altamente otimizados, Odlyzko
calculou a posicao de bilhoes de zeros da funcédo zeta em alturas extremas da reta

critica, atingindo ordens como 10% e além.

Os resultados foram inequivocos: as estatisticas observadas coincidiam com ex-
traordinaria precisdo com as previsdes da GUE (Gaussian Unitary Ensemble), a classe

esperada para sistemas sem simetria de reversao temporal.

O laboratorio apresentado neste capitulo é uma homenagem direta a essa traje-
toria intelectual, mas com uma distincdo fundamental: enquanto os zeros no plano
complexo revelam a rigidez GUE, a nossa analise da reta aritmética real, ancorada na
unidade, revela a emergéncia da classe GOE — a assinatura de sistemas que preservam

a simetria de espelhamento.

Esses dois regimes nao estdo em competicdo nem em contradicdo, mas pertencem
a dominios observacionais distintos: um associado ao fluxo espectral complexo e a

quebra de reversibilidade, o outro a uma estrutura aritmética real, simétrica e refletiva.
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O DESAFIO DAS ALTURAS ESTRATOSFERICAS

Nos capitulos anteriores, estabelecemos que a estatistica do tipo GOE emerge de

forma estavel a partir de escalas iniciais da ordem de 10°.

A questdo natural que se impde é se essa lei persiste em escalas verdadeiramente

extremas — aquelas exploradas por Odlyzko na anélise dos zeros da funcao zeta.

Uma abordagem direta é impraticavel. A contagem explicita de primos torna-se

rapidamente inviavel em alturas estratosféricas.

Para contornar essa limitacdo, recorremos a uma ponte teérica: a funcdo R(x) de
Riemann (também conhecida como func¢ao de contagem suavizada de primos), que
fornece uma aproximagio assintética extremamente precisa para 7(x), mesmo em

dominios astrondmicos.

A substituicdo de 7m(x) por R(x) nio tem o objetivo de introduzir nova estrutura,
mas de preservar a geometria assintoética do sinal aritmético em regimes nos quais a

enumeracdo direta dos primos se torna impraticavel.

Essa substitui¢do permite sondar regides da reta numérica muito além do alcance

de algoritmos elementares, preservando a estrutura estatistica relevante.

ANALISE DOS DADOS ESTRATOSFERICOS

Neste experimento final, ndo sdo gerados novos dados brutos. Em vez disso, ana-
lisamos um conjunto de resultados computados em tempo real, organizado em um
dataframe (estrutura tabular de dados numéricos) que cobre uma varredura de X,

desde 10® até aproximadamente 10%.

Nao sdo utilizados dados externos nem tabelas pré-computadas. Todos os valores
analisados neste capitulo sdo gerados diretamente no Notebook 15, que implementa
o experimento completo em alta preciséo, recorrendo a fun¢ao R(x) de Riemann como

aproximacéo assintdtica de 7 (x) para permitir a sondagem de alturas estratosféricas.

Duas estatisticas centrais sio monitoradas ao longo dessa varredura:

« amédia da razdo de espacamentos adjacentes, (r);

« o Participation Ratio normalizado, PR/N.
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Ambas funcionam como impressoes digitais independentes da classe GOE.

HIiPOTESE FINAL

Se a conexdo entre a aritmética dos primos e a estatistica GOE for estrutural no re-
gime observacional considerado, sustentada pela simetria de espelhamento ine-
rente a reta real, entdo essas duas quantidades devem permanecer estaveis, coladas

aos valores tedricos da GOE,

. <r>GOE = 0.536

. PR/N =~ 1/3

mesmo quando a analise é empurrada para as fronteiras mais distantes da reta

numérica.

O que este capitulo examina, portanto, ndo é mais a emergéncia do caos, mas a

persisténcia estatistica desse regime sob deslocamentos extremos de escala.

REPRODUTIBILIDADE COMPUTACIONAL E O PAPEL DO NOTE-

BOOK 15

E importante enfatizar que os resultados apresentados neste capitulo nao sdo apenas

uma analise expositiva ou interpretativa.

O Notebook 15 (15_alturas_estratosfericas. ipynb) implementa explici-
tamente o experimento descrito ao longo deste capitulo e constitui o laboratério com-

putacional completo desta etapa final da investigagao.
0 Open in Colab
Nesse notebook:
« os dados estratosféricos sdo gerados em tempo real, diretamente no note-

book, por avaliagdo numérica da funcdo R(x), sem recorrer a tabelas pré-computadas,

bancos externos ou dados previamente armazenados;
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a func¢do R(x) de Riemann é utilizada como aproximagao assintotica de 7(x);

as estatisticas (r) e PR/N sio calculadas diretamente a partir do espectro do

operador;

os resultados sdo visualizados e comparados com os valores teéricos da GOE;

« todo o processo pode ser integralmente replicado pelo leitor.

O notebook nao apenas confirma numericamente a persisténcia da estatistica GOE
em alturas extremas, como também fornece um protocolo transparente, auditavel e

reexecutavel para a verificacdo independente dos resultados.

Assim, este capitulo ndo repousa em autoridade histérica nem em extrapolacdo
teodrica isolada, mas em um experimento computacional explicito, alinhado com os

padrdes contemporéneos de reprodutibilidade cientifica.

Como enfatizado por Berry, essas estatisticas descrevem propriedades locais do
espectro, e ndo pretendem capturar o comportamento global completo em todas as

escalas.



PoNTO DE REPOUSO

Neste capitulo, foi contextualizada historicamente a conexao entre os nimeros
primos, os zeros da funcio zeta e o caos quantico, a0 mesmo tempo em que se
tornaram explicitas as limitacdes computacionais inerentes a exploracao direta de
escalas extremas. Para transpor esse limite, a func¢do R(x) foi introduzida como uma
ponte assintotica, permitindo sondar alturas estratosféricas sem recorrer a

enumeracio direta dos primos.

Com esse instrumento, estatisticas espectrais foram analisadas em dominios que se
estendem até 10, e a estabilidade final das assinaturas associadas a classe GOE foi

testada de forma sistematica.

O resultado observado é sistematicamente consistente. A musica do caos quantico
nao se dissipa com a altura. Ela persiste, intacta, como uma regularidade estrutural

robusta e recorrente no regime aritmético alinhado identificado neste trabalho.

Aqui, a jornada nao se encerra por exaustdo computacional, mas por saturagao
conceitual.
Nada mais alto precisa ser escalado dentro do regime aqui considerado: a estrutura

ja se revelou por completo.



16. A VisA0O DE BERRY — A ASSINATURA

EstATisTICA DO CAOS QUANTICO

A mecanica quantica ndo é cadtica.
Entdo, como é que o mundo classico,
que emerge dela, pode ser?

— Michael Berry

O PARADOXO DO CAOS

No mundo cléssico, o de Newton, o caos ¢ um velho conhecido. Ele manifesta-se como
sensibilidade extrema as condi¢des iniciais — o chamado efeito borboleta. Sistemas de-
terministicos podem tornar-se imprevisiveis porque pequenas perturbacdes crescem

exponencialmente ao longo do tempo. O caos classico vive das trajetorias.

No entanto, ao entrarmos no dominio quantico, esse conceito parece dissolver-
se. A mecanica quéntica ndo descreve trajetorias definidas, mas fun¢des de onda e
distribuicdes de probabilidade. A equacdo de Schrodinger é linear, deterministica e

perfeitamente previsivel.

Surge entdo um paradoxo profundo: se o mundo quantico é o fundamento ultimo

da realidade, onde esta o caos que observamos no mundo classico?

ONDE FOI PARAR O CAOS? A PERGUNTA DE BERRY

A solucdo para esse paradoxo ndo veio de uma nova equacio, mas de uma mudanca

radical de perspectiva. Michael Berry formulou a pergunta decisiva:
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E se a assinatura do caos nao estivesse nas trajetorias, mas escondida no

espectro de energia do sistema?

A proposta era simples e profunda. Berry sugeriu que o caos quantico nao se

manifesta dinamicamente, mas estatisticamente.

Sistemas quanticos cujo analogo classico é ordenado deveriam exibir espectros sem
correlacdes internas significativas. Ja sistemas cujo analogo classico é cadtico deve-
riam revelar essa desordem de forma paradoxal: por meio de uma ordem estatistica

rigida e universal nos seus autovalores.

O caos quantico ndo desaparece — ele muda de linguagem.

A RESPOSTA UNIVERSAL: A CONJECTURA BGS

A visdo de Berry foi formalizada pela Conjectura de Bohigas—Giannoni-Schmit

(BGS). O resultado é inequivoco:

- sistemas quanticos associados a dinamicas classicas integraveis exibem esta-

tistica de Poisson;

- sistemas quanticos associados a dinamicas classicas cadticas exibem estatisti-
cas da Teoria de Matrizes Aleatdrias (RMT), pertencentes as classes GOE

ou GUE, conforme as simetrias do sistema.

No regime cadtico, os niveis de energia apresentam repulsao espectral e rigidez
global. Especificamente, a estatistica GOE emerge em sistemas que preservam a
simetria de reversdo temporal: a contraparte estrutural da simetria de espelhamento

que identificamos na reta aritmética ancorada na unidade.
O caos, longe de produzir desordem estatistica, impde uma regularidade profunda.

A GOE torna-se, assim, a assinatura estatistica caracteristica do regime ca6-

tico quantico em sistemas com simetria de reversao temporal.

A PEDRA ANGULAR DESTE TRABALHO

Essa visdo constitui o eixo conceitual de todo o percurso desenvolvido neste livro.
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Ao longo dos capitulos anteriores, construimos um operador espectral diretamente
a partir das flutuacdes na contagem dos numeros primos, sem recorrer explicitamente

aos zeros da func¢do zeta de Riemann.

Ainda assim, o espectro obtido exibe, de forma robusta, reprodutivel e persistente,

todas as assinaturas estatisticas da GOE.

A luz da visdo de Berry, esse resultado adquire um significado preciso. Nio se trata
de uma coincidéncia numérica, mas de evidéncia de que a simetria de espelhamento
em 1/2 constitui, na reta real, uma realizacio funcional analoga da mesma classe de

rigidez espectral observada por Riemann no plano complexo.

Convém ressaltar que, na reta real, o espectro observado pertence a classe GOE,
enquanto o espectro dos zeros no plano complexo pertence a classe GUE. Trata-se,

portanto, de regimes distintos de observacao, associados a simetrias diferentes.

No plano complexo, a reta R(s) = 1/2 atua como um eixo de simetria funcional
da fungio zeta de Riemann, no sentido imposto pela sua equacao funcional. Essa
simetria, no entanto, ndo corresponde a invariancia por reversdo temporal, o que

explica a emergéncia da estatistica GUE no espectro dos zeros.

Na reta real, o espelhamento aritmético em x — x/2 preserva uma simetria ana-

loga, agora associada a uma estrutura real e reversivel, compativel com a estatistica
GOE.

A ARITMETICA COMO OBJETO ESPECTRAL DE CLASSE CAOTICA

O que este trabalho revela é que a sequéncia dos nimeros primos, quando observada
na sua escala natural, comporta-se como um objeto espectral pertencente a classe

caotica.

Nao ha particulas.
Nao ha Hamiltoniano fisico explicito, nem é reivindicado que exista um.

Nao ha dinamica temporal no sentido classico.
Ainda assim, héa:
« repulsdo de niveis;
« rigidez espectral;

« autovetores erg(')dicos;
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. estatisticas universais da classe GOE.

A regularidade observada nao é metaférica. Ela é espectral.

O caos nio esta nas trajetorias, porque nao ha trajetorias. Ele estd na estrutura

estatistica profunda do espectro.

ORDEM, ALEATORIEDADE E RECONCILIAQAO

Durante mais de um século, a distribuicdo dos primos oscilou entre duas narrativas

opostas:

« uma visdo de ordem rigida, governada por leis deterministicas;

« uma visdo de aleatoriedade aparente, sustentada por modelos probabilisticos.

A visdo de Berry oferece uma terceira via.

Os primos néo sao aleatorios. Eles exibem uma estrutura cuja estatistica es-

pectral pertence a classe GOE no regime adequado.

Sua irregularidade ndo é auséncia de lei, mas expressdo de uma universalidade

estatistica mais profunda — a mesma que governa sistemas fisicos cadticos.

E toda essarigidez emerge de um tinico gesto estrutural, o espelhamento aritmético

em x — x/2, reiterado ao longo das escalas, sem fragmenta¢iao da unidade.



PoNTO DE REPOUSO

Neste capitulo, a visdo de Berry foi apresentada como solucdo conceitual para o
paradoxo do caos quantico, e a conjectura BGS foi introduzida como critério
operacional de diagnostico universal do caos.

Nesse enquadramento, a classe GOE emerge nido como uma escolha técnica, mas

como a assinatura estatistica natural do regime caotico.

A luz dessa linguagem universal, o espectro do operador aritmético pode ser
reinterpretado de forma unificada, reconciliando a tensao historica entre ordem e
irregularidade na distribuicdo dos primos.

O que antes aparecia como conflito conceitual revelou-se como duas faces de uma

mesma estrutura, observada sob lentes distintas.

Com isso, a travessia conceitual esta completa.

No capitulo final, todas as pegas — aritmética, espectro, escala e universalidade —
serdo reunidas em uma leitura estrutural Unica, encerrando o percurso ndo com uma

nova conjectura, mas com uma sintese.



17. A PONTE DE BERRY — DE PITAGORAS

A DYSON

A matematica é a linguagem com a qual
Deus escreveu o universo.
— Galileu Galilei

... OU serd que o universo é matematica, e estamos finalmente retornando a

visdo de Pitagoras?

TRES MUNDOS, UMA SO MUSICA

Este capitulo nédo introduz novos resultados técnicos. Seu objetivo é consolidar, em
um unico quadro conceitual, os resultados estabelecidos ao longo de toda a investi-
gagao.

Ao longo desta jornada, deparamo-nos com trés universos intelectuais que, a pri-

meira vista, parecem desconectados:

« o mundo de Pitagoras, na Grécia Antiga, com a intuicdo de que “tudo é nu-

mero” e que a realidade obedece a uma harmonia musical;

« o mundo de Riemann, no século XIX, com a busca pela ordem oculta na dis-

tribuicao dos primos por meio da funcio zeta;

« 0 mundo de Berry, no século XX, com a identificacdo do caos quantico e
de suas assinaturas estatisticas universais, determinadas pelas simetrias do sis-

tema.
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Harmonia, ordem e caos. Trés linguagens diferentes para descrever um mesmo

fendmeno.

O que este trabalho sugere é que essas linguagens nao sdo concorrentes, mas com-

plementares, unificadas por um fio estrutural comum: a centralidade do Um.

A PONTE INADVERTIDA DE MICHAEL BERRY

Michael Berry, ao investigar sistemas quanticos cujo analogo classico é caotico, ndo
tinha como objetivo compreender a aritmética dos primos.

Ainda assim, ao consolidar a Teoria de Matrizes Aleatérias (RMT) como linguagem
universal do caos quantico — e ao explicitar que a classe estatistica observada (GOE,
GUE ou GSE) ¢ fixada pelas simetrias do sistema — forneceu, sem ter como objetivo

a aritmética, a ferramenta conceitual que torna possivel articular esses trés mundos.

A harmonia que Pitagoras concebeu como relacdo numérica, que Riemann per-
seguiu como ordem oculta, e que Montgomery e Dyson reconheceram nos zeros da

zeta, encontrou em Berry sua linguagem definitiva.

A RMT tornou-se, assim, uma verdadeira Pedra de Roseta:

« a harmonia pitagorica encontrou uma expressao estatistica precisa quando ob-

servada sob regimes de simetria preservada (GOE);

« a ordem nos zeros de Riemann recebeu um analogo fisico no regime de simetria
quebrada (GUE);

« 0 caos quantico revelou-se como estrutura, ndo como desordem.

O que parecia fragmentado revelou-se parte de uma mesma musica.

O F10 INVISIVEL: 0 UM COMO FONTE COMUM

Mas por que descrigdes tao distintas convergem para a mesma estrutura espectral

estatistica, ainda que se manifestem em classes distintas?

A resposta aponta para o elemento mais simples — e estruturalmente inevitavel: o
Um.
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« Pitagoras ouviu a harmonia que emerge da propria contagem, um processo que

comec¢a no Um;

« Riemann mapeou o terreno dos primos, consequéncia inevitavel das estruturas

multiplicativa e aditiva erigidas a partir do Um;

« Berry descreveu o caos quantico cuja assinatura estatistica, como argumentado
neste trabalho, encontra um analogo funcional nas flutuacdes da contagem dos

primos quando observadas sob a mesma decomposicdo estrutural.

Neste enquadramento e regime, a GOE nio aparece como um artefato fisico, nem
como um acidente analitico, nem como uma imposi¢do modelistica externa. Ela é o
eco estatistico da complexidade gerada pela regra mais elementar: a sucessdo cons-

truida a partir do Um.

A DOBRA EM 1/2: TERRA E CEU

No centro do laboratério esteve o funcional

Aa(x) = 7(x) =2 7(3)

A dobra em 1/2 néo foi introduzida por conveniéncia. Ela emergiu como neces-
sidade estrutural no dominio finito: é exatamente o ponto que separa, em qualquer
intervalo [1, x], os primos que estruturam os compostos daqueles que estabilizam a
sequéncia. Essa separaco é aritmética e funcional: apenas os primos p < x/2 geram
multiplos no intervalo e, portanto, controlam a multiplicidade dos fatores. Esse ponto
marca o Unico limiar aritmético em que a expansdo multiplicativa é estruturalmente

compensada pela sucessdo aditiva.

De forma notavel, essa mesma constante ocupa o papel central no dominio assin-

totico da teoria dos nimeros: a linha critica da Hipotese de Riemann.

A fungio zeta é um mapa de alcance infinito. A fun¢io aritmética A, (x) é um mapa
manuscrito, finito. Mas ambos refletem uma simetria estrutural analoga, observada

em dominios distintos.

O que Riemann vislumbrou no infinito aparece aqui como sombra inevitavel do
finito.



PoNTO DE REPOUSO

Ao término deste percurso, o que se impde nao é uma conclusio no sentido classico,

mas uma sintese estrutural.

A estatistica observada nao foi transferida da fisica para a aritmética como metafora
ou analogia externa. Ela emerge diretamente da propria estrutura dos primos
quando estes sdo observados na escala geométrica adequada.

Sob essa lente, 0 que se convencionou chamar de caos quantico e o enigma
associado a func¢io zeta revelam-se como manifestacdes distintas de uma mesma

ordem subjacente.

A leitura aqui proposta nao introduz novos objetos nem exige extrapolagdes
ontologicas.
Ela apenas reorganiza o que ja estava la.
A harmonia intuida por Pitagoras, a simetria vislumbrada por Riemann e a
universalidade formalizada por Berry nao se contradizem.

Elas ocupam niveis diferentes de descricdo de uma unica estrutura.

Nada foi acrescentado a aritmética. Apenas se tornou possivel observa-la de modo

coerente.

O que sempre esteve la ndo era invisivel por auséncia, mas por falta de um observavel

adequado.



17 1/2. ESTATUTO DA AFIRMACAO —
NECESSIDADE, UNIVERSALIDADE E

EscorLHA

A clareza nao enfraquece uma descoberta.

Ela define o seu alcance.

TRES NIVEIS DISTINTOS

Ao longo deste trabalho, resultados de naturezas diferentes foram obtidos. Para evitar
confusdo, e para preservar a integridade do que foi feito, é essencial separar explici-

tamente trés niveis conceituais, que nio se confundem, mas se encadeiam.

Essa separacao nao é defensiva. Ela é um ato de rigor.

Nivel I — O que foi estritamente demonstrado

No nivel mais fundamental, este trabalho estabeleceu resultados experimentais e

computacionais, reproduziveis e controlados:

« um operador deterministico M, construido a partir de A,(x);

- a emergéncia sistematica de estatisticas compativeis com a classe GOE quando

o operador é observado na escala logaritmica;

« a persisténcia dessas estatisticas sob:
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— varreduras de escala (Xj);
— substituicdo de kernels;

— anélise de autovalores e autovetores;
« a destruicao explicita do regime da classe GOE sob:

— observagao linear;

- substitui¢do do sinal aritmético por ruido branco.

Esses fatos ndo dependem de interpretacéo filosofica, nem de analogias fisicas. Eles

sao dados.

Nada além disso é exigido para aceita-los.

Nivel I — O reconhecimento de universalidade

Um segundo passo consiste em reconhecer que os dados obtidos nao sdo acidentais.

A estabilidade estatistica observada, tal como verificada independente de detalhes
microscopicos, de operadores alternativos e da posicdo na reta, corresponde exa-
tamente ao critério operacional de universalidade da Teoria de Matrizes Aleatorias
(RMT) e da conjectura BGS.

Nesse nivel, nao se afirma por que a universalidade emerge. Apenas se reconhece

que:
« ela emerge;

« ela é robusta;

« ela coincide com a assinatura espectral conhecida do caos quantico (GOE).

Esse reconhecimento nao é metafisico. Ele é classificatorio. Trata-se de universa-
lidade no sentido operacional da RMT, nédo de validade global em janelas espectrais

arbitrarias.

Nega-lo exigiria negar o proprio critério pelo qual universalidade é reconhecida na

fisica matematica contemporanea.
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Nivel III — A leitura estrutural

O terceiro nivel é qualitativamente diferente.

Aqui nao se trata mais de medir, nem de classificar, mas de interpretar estrutu-

ralmente o que foi observado.

A leitura proposta neste trabalho — a centralidade do espelhamento em 1/2, o
papel funcional da Unidade, a equivaléncia estrutural entre a reta real e a linha critica

— nao é imposta pelos dados.
Ela é compativel com eles.
Esse ponto é crucial.

O experimento nao obriga essa leitura. Mas também nao a contradiz em ne-

nhum ponto.

Trata-se de uma escolha interpretativa informada, coerente e economicamente es-
trutural: ela fornece uma unificacdo estrutural minima para fenémenos que, de outra

forma, permanecem desconectados.

Essa coeréncia emerge apenas quando o intervalo é ancorado na Unidade (1). Ao
contrario da analise assintotica tradicional, que observa o comportamento dos primos
em sua vizinhanga local ou em limites infinitos abstratos, a ancoragem no 1 define um
sistema fechado de informacédo. Dentro desse sistema [1, x], 0 1/2 deixa de ser uma
variavel e torna-se um divisor de aguas funcional: o ponto onde a capacidade de gerar

estrutura (multiplicidade) cede lugar a pura densidade (aditividade).

SOBRE NECESSIDADE E INEVITABILIDADE

Ha uma distincéo sutil, mas decisiva, entre duas ideias frequentemente confundidas:

« necessidade logica;

» necessidade estrutural.

Este trabalho nio afirma que a leitura final seja logicamente inevitavel. Afirma

algo mais restrito — e mais forte:

dada a estrutura observada, qualquer leitura alternativa devera in-

troduzir mais hipoteses, nio menos.
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A dobra em 1/2 néo é escolhida por elegincia, mas porque é o Gnico limiar arit-
mético que separa, em qualquer intervalo [1, x|, os primos que geram multiplicidade
dos que nao geram. A distin¢ao funcional entre primos estruturadores e pri-
mos estabilizadores elimina a necessidade estrutural, no interior do sistema

fechado [1, x], de hipoteses adicionais.

A escala logaritmica néo é escolhida por conveniéncia, mas porque é a unica que

estabiliza a geometria da densidade.

A GOE néo ¢ invocada como metafora fisica, mas reconhecida como diagnostico

estatistico independente.

Nada disso for¢a uma ontologia. Mas tudo isso delimita severamente o espaco

das interpretacdes coerentes.

Nao faltavam dados. Faltava perguntar o que os primos fazem, e

nao apenas onde eles estio.

SOBRE PROVA, FUNDAMENTO E ESPACO DE POSSIBILIDADE

Um ponto merece ser explicitado com cuidado, pois frequentemente gera confusio

conceitual.

A leitura estrutural proposta neste trabalho ndo afirma que o espelhamento em
1/2 deva ser “provado” como um resultado interno ao formalismo. Isso seria um erro

categorial.

O espelhamento em 1/2 nédo é um objeto dentro do espaco de analise. Ele é o gesto
que define o proprio espaco no qual critérios de estabilidade, universalidade

e prova fazem sentido.

Toda prova possivel ja habita esse espago. Exigir uma demonstracdo do espelha-
mento como condigdo prévia equivale a exigir uma prova do sistema de coordenadas

antes de permitir qualquer medida.

O experimento ndo impde essa leitura. Mas também nao a contradiz em nenhum
ponto: qualquer alternativa que dispense o espelhamento devera introduzir hipoteses

adicionais, ndo menos.

Se o espelhamento em 1/2 é o gesto que cria o espago das possibilidades

estruturais, entdo toda prova habita necessariamente esse espaco. Exigir
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sua demonstracdo como condicdo prévia é confundir fundamento com

consequéncia.

A leitura proposta — a centralidade do espelhamento em 1/2 — conecta a estatistica
de Gauss a completude de Euler. O 1/2 literal é o limiar necessario: abaixo dele, reside
a multiplicidade estruturadora; acima dele, a aditividade estabilizadora. O Operador

M é a ferramenta que traduz essa transicdo de fase na linguagem da GOE.

O PAPEL DO OBSERVADOR

Chegamos, assim, ao ponto decisivo.

Os nuimeros primos ndo mudam. O operador ndo muda. As estatisticas ndo mu-

dam.

O que muda é a escolha do observador:

. aescala;
« 0 que é considerado ruido ou sinal;

« o nivel em que se aceita encerrar a explicacao.

A estrutura observada é indiferente a essa escolha. Ela se manifesta sempre que as

condi¢des geométricas sdo satisfeitas.
Mas o reconhecimento de sua coeréncia nio é automatico.

Ele exige uma decisdo: aceitar que a ordem observada nao é um artefato a ser
descartado, nem um mistério a ser perpetuado, mas uma estrutura a ser reconhecida:

x — x/2.

ESCALA, REGIME E A PIRAMIDE DA OBSERVACAO

Ha uma distincdo conceitual que precisa ser explicitada para evitar uma leitura equi-

vocada dos resultados apresentados até aqui.

Grande parte da literatura em caos quantico — incluindo os trabalhos fundadores

da década de 1980 — parte de um espectro ja constituido. A anéalise entdo investiga até
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que ponto estatisticas do tipo RMT (GOE, GUE ou GSE) permanecem validas a medida
que se ampliam as janelas espectrais. Nesse contexto, a universalidade é local, e suas

quebras em escalas maiores sdo nao apenas esperadas, mas bem compreendidas.
Este trabalho opera em um dominio distinto.

Aqui, o objeto central nao é um espectro dado, mas um operador aritmético cons-
truido ponto a ponto, alimentado continuamente pela tensao entre dois regimes fun-
damentais da aritmética: a aditividade e a multiplicidade. O comportamento espectral
observado nao resulta de uma inspegao a posteriori, mas da manutencéo explicita do

eixo estrutural adequado ao longo da construgéao.

Por isso, a pergunta relevante nao é

até onde a universalidade estatistica resiste?
mas sim

em que condi¢Oes ela aparece?

Quando o operador M é observado sob escalas incompativeis, estatisticas do tipo
Poisson aparecem de forma consistente. Quando a observacao é alinhada com a escala
geométrica natural do sistema, a estatistica da classe GOE emerge e se mantém de
forma estavel — ndo por auséncia de estrutura, mas precisamente por sua coeréncia

interna.

A estatistica espectral ndo é uma propriedade absoluta do objeto, mas uma pro-
priedade relacional entre estrutura e régua. Fora do eixo, o sistema fragmenta-se

em ruido. Alinhado a ele, manifesta coeréncia.

Diferente da “sinfonia” dos zeros complexos, na qual a quebra de simetria esta
associada a emergéncia da estatistica da classe GUE, a aritmética observada sob o
operador M preserva uma estrutura ortogonal. O GOE aqui detectado nio surge como
aproximacao local de um sistema mais complexo, mas como a assinatura de um regime

em que a simetria fundamental permanece intacta.

A distingdo entre GOE e GUE, portanto, ndo reside na validade dos dados, mas
na arquitetura do dominio observado: um associado a dinamicas de fluxo e quebra
de simetria, o outro a coeréncia estrutural de um operador construido sobre um eixo

preservado.

Neste contexto, a auséncia de estatisticas da classe GUE nao é um resultado nega-

tivo, mas uma consequéncia direta da simetria preservada do operador M, que nao
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introduz mecanismos de quebra de reversibilidade.

A quebra de simetria esta associada a regimes de movimento e transicdo de fase,
como ocorre no dominio dos zeros complexos. A preservacido da simetria, por sua
vez, caracteriza regimes estruturais estaveis, como o da aritmética dos primos quando

observada sob o operador M.

O enquadramento dominante levou a suposi¢ao de que a musica dos primos deveria
herdar a quebra de simetria de seus guardides complexos. O que o operador M revela é
que, na base da piramide, a aritmética permanece ortogonal, protegida por sua propria

reversibilidade.

Nao se reivindica aqui validade global de RMT em janelas espectrais arbitraria-
mente extensas, mas a estabilidade estatistica de um regime construido sob alinha-

mento estrutural continuo.

E nesse sentido, e apenas nesse sentido, que a universalidade estatistica aqui ob-

servada deve ser interpretada e comparada a literatura existente.

A universalidade estatistica aqui discutida ndo é global, mas condicional:
ela emerge apenas no regime em que a simetria estrutural do operador M

¢ preservada.



PoNTO DE TRANSICAO

Com essa distincdo explicitada, o percurso atinge seu limite natural.

Nada foi inflado.
Nada foi ocultado.

Nada foi retirado.

O que permanece nio é uma prova adicional, mas uma responsabilidade
interpretativa: reconhecer o alcance do que foi observado sem extrapola-lo além

do que a propria estrutura permite.

O derradeiro capitulo nao introduz novos resultados. Ele retorna ao ponto inicial — a

Unidade — ndo mais como axioma ou hipdtese, mas como ressonancia observavel.



18. RESSONANCIA DA UNIDADE —

ONDE EULER E 0 CAOS SE ENCONTRAM

A IDENTIDADE QUE FECHA O CIRCULO
" +1=0
— Leonhard Euler

A CONSTANTE DE RETORNO

A identidade de Euler é frequentemente celebrada como a mais bela formula da ma-

tematica. Ela une, em um tnico gesto,

« 0 crescimento (e),

a rotacdo (),

o imaginario (i),

a nulidade (0),

« e a Unidade (1).

O que raramente se explicita é que essa identidade descreve um mecanismo de
retorno. Ela afirma que o infinito e o transcendente nao se dissipam no caos, mas
retornam ao equilibrio perfeito quando, e somente quando, atravessam a Unidade.

Nio se trata de estética. Trata-se de fechamento estrutural.

O operador M construido ao longo deste trabalho pode ser lido como a extensao

dindmica dessa verdade. Ele ndo é apenas uma matriz, mas um operador cuja agao
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pode ser interpretada como rotacional, no qual cada flutuacéo aritmética, observada

na escala adequada, procura seu lugar natural no circulo de Euler.

A partir deste ponto, o operador M sera referido como o Espelho de Euler: um
operador espectral que reflete, no dominio aritmético finito, o principio de retorno

estrutural expresso pela identidade de Euler.

A ASSINATURA DO CAOS ORGANIZADO

Quando submetemos esse operador a analise espectral, o que emerge ndo é um zero

estatico, mas a assinatura vibrante do Gaussian Orthogonal Ensemble (GOE).

Essa estatistica nao representa desordem. Ela é, ao contrario, um marcador es-
tatistico de estabilidade em sistemas complexos. Na fisica, ela indica que os graus
de liberdade interagem de modo a preservar o todo. Na aritmética, ela indica que
os primos nao estdo distribuidos ao acaso, mas correlacionados por uma estrutura

comum.

A presenca sistematica da GOE funciona como um selo de autenticidade estrutural:

« onde ela aparece, ha coeréncia interna;

« onde ela desaparece, ha ruptura.

Esse fato é bem conhecido na fisica matematica. O que raramente se explicita é

sua consequéncia direta para a integridade da informacao.

A INTEGRIDADE COMO RESSONANCIA

A leitura que se segue torna-se natural dentro do escopo considerado. Se sistemas
complexos preservam sua coeréncia interna por meio de ressonancia estrutural, entdo
a integridade ndo pode ser entendida como uma imposi¢do externa, nem como um

efeito colateral de artificios artificiais.
Integridade néo ¢é algo que se impde. Ela é algo que se diagnostica.

Nessa perspectiva, a coeréncia de um sistema néo depende de ocultacdo, mas de ali-

nhamento com uma ordem estrutural subjacente. Quando um sistema é internamente
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consistente, suas partes ressoam com essa ordem. Quando ocorre uma perturbagio

estrutural, essa ressonancia se rompe.

A distingdo nao é operacional, mas espectral. Ela ndo depende da revelagio de
parametros ocultos, nem da violagdo de barreiras externas, mas da deteccio da perda

de harmonia interna.

Integridade, em seu sentido mais profundo, ndo é uma questiao de protecdo, mas

de ressonancia.

A Unidade é indiferente, mas a escolha do observador nao é.

PALAVRAS FINAIS — SATURAQAO CONCEITUAL

Descobertas fundamentais raramente chegam acompanhadas de aplausos. Euler for-
mulou relacdes que levaram séculos para se tornarem a base da engenharia moderna.
Berry forneceu a linguagem que permitiu reconhecer a ordem estatistica no caos. Rie-

mann vislumbrou uma simetria que continua a orientar a matematica contemporanea.
Este trabalho nao reivindica ruptura. Ele constata convergéncia.

Ao retornar ao espelhamento da Unidade, ndo como dogma, mas como estrutura
observavel, o percurso se fecha. Nao por exaustdo computacional, mas por satura-

¢ao conceitual.

O espelhamento nunca desapareceu. Apenas deixou de ser observado no

unico dominio em que sua funcéo é literal.

A busca pelo equilibrio termina aqui. O que permanece é a possibilidade de reco-

nhecer, com clareza, aquilo que a propria estrutura sempre revelou.

UMA IMAGEM FINAL

E como estar no interior de uma piramide.
Ao olhar para o chéao, vé-se um quadrado.
Ao olhar para os lados, veem-se triangulos.

Somente ao olhar para o topo a estrutura completa se torna visivel.

Nenhuma dessas descri¢oes ¢ falsa.

Elas diferem apenas pela direcao da observacio.



Dedicado a Sir Michael Berry.

Toda ressondncia reconhece

quem lhe forneceu o eixo de escuta.



EriroGo

Ao final deste percurso, o que permanece nao é uma prova no sentido classico,

mas uma estrutura que resiste a todas as tentativas de descaracterizacio.

Nada do que foi observado aqui exigiu novas entidades,

apenas um deslocamento do olhar.

E quando a escuta se alinha ao eixo correto,

a estrutura responde por si.
A Unidade nao se impoe.

Ela ressoa.

A Unidade gosta de espectros. Sempre gostou.
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